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6 
PREFACIO 








Este libro se destina, ante todo, a los escolares. El conteni- 
do de los dos primeros capítulos es comprensible, incluso para 
los alumnos de los grados primarios. En el libro se expone 
cierta máquina computadora «de juguete» («abstracta», en 
sentido científico), la llamada máquina de Post, en la cual los 
cálculos reflejan muchos rasgos esenciales de los efectuados en 
los ordenadores electrónicos reales; en ejemplos elementales se 
Veva a cabo la enseñanza de los principios de programación 
en la máquina de Post y se aclaran las posibilidades de ésta, 
que resultan bastante amplias a pesar de su extrema simpli- 
cidad. 

Se prepare que el lector no posee casi ningunos conoci- 
mientos matemáticos que superen los obtenidos en la escuela 
primaria. 

El autor abriga esperanzas de que el presente libro, en cierta 
medida, contribuirá al avance de semejantes conceptos como 
«algoritmo», «computadora universal» y «programación» en la 
escuela secundaria, incluso en sus grados primarios. La experien=- 
cia personal del autor le convence de que los alumnos de 
los primeros grados, incluso los preescolares mayores, pueden 
realizar sin dificultad los «cálculos»!) en la máquina de Post 
ateniéndose a un programa prefijado, por ejemplo, mediante 
una cinta de papel pautada en células y sujetapapeles o boto- 
nes en calidad de marcas, así como componer simples progra- 
mas (que no contengan instrucciones de saltos del control). 
Precisamente por esto en el primer capítulo, más accesible 
para los escolares menores, está incluido un párrafo especial, el 
quinto, «Notas metodológicas». 





Hace más de cuarenta años Emil L. Post, eminente matemá- 
tico estadounidense, publicó en la «Revista de la lógica sim- 


1) La palabra «cálculos» viene entre comillas, por- 
que no es obligatoriamente en absoluto que los datos iniciales y los 
resultados de las transfosmaciones realizadas en la máquina seat Mú- 
meros; en una serie de casos son mucho más demostrativas las opera- 
ciones con combinaciones de símbolos que no tienen valores numéricos. 
(Esta nota y las que vienen en adelante pertenecen al autor de la 
obra. —N, del TP.) dl 
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bólica» («The Journal of Symbolic Logic») el artículo «Proce- 
sos combinatorios finitos, enunciación 1» («Finite combinatory 
processes — formulation 1»), cuya traducción del inglés se 
adjunta al texto fundamental del presente libro. En este 
artículo y en el «Acerca de los números computables con la 
aplicación al problema de decidibilidad» («On computable 
numbers, with an application to the Entscheidungsproblem») 
de A. M, Turing, matemático inglés, que apareció al mismo 
tiempo en las «Obras de la sociedad matemática de Londres» 
(«Proceedings of the London Mathematical Society») fueron da- 
das las primeras precisiones del concepto «algoritmo» que es 
uno de Los centrales en la lógica matemática y cibernética 
y que.empieza a desempeñar un papel de creciente importancia 
en Jas cuestiones de automatización y, por eso, en toda la 
vida de la sociedad contemporánea. 

Las precisiones del concepto «algoritmo», propuestas por 
Post y Turing, no pierden su importancia hasta nuestro tiem- 
po. La máquina de Turing se emplea constantemente como un 
aparato de servicio en la teoría moderna de algoritmos; la 
máquina de Post es menos conocida, a pesar de que—o bien 
precisamente porque—ésta es más sencilla que la primera). 
Dichas obras son notables también por el hecho de que en 
ellas unos años antes de la aparición de los primeros ejemplares 
de las grandes computadoras (llamadas «universales» en 
funcionamiento (al principio, incluso no electrónicos, sino 
electromecánicos) fueron anticipados en una forma abstracta 
los ragos fundamentales de principio de tales máquinas. Las 
propias estructuras, propuestas por Post y Turing, fueron 
enunciadas por ellos en forma deciertas «máquinas abstractas»; 
esto fue hecho en forma explícita por Turing e implícita, por 
Post, elcual noemplea el término «máquina». La exposición de 
las construcciones de Turing se aduce con frecuencia en la 
literatura dedicada a la leoría de algoritmos, inclusive también 
en la de divulgación. En lo que se refiere a las construccio- 





1) La máquina de Post tiene estructura más sim- 
ple que la de Turing, en lo que se refiere a que sus acciones elementales 
son de mayor simplicidad que las de la máquina de Turing, y los 
medios de registro son de menor variación, sin embargo, precisamente 
por estas causas el registro y procesamiento de la información en la 
máquina de Post exige, hablando en general, mayor volumen de la 
«memoria» y mayor cantidad de pasos que en la máquina de Turing. 
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nes de Post, a pesar de ser más simples que las de Turing, ellas, 
excepto el artículo origina] de Post, mucho tiempo no se 
publicaron en la literatura especial, ni en la de divulgación). 
Al mismo tiempo precisamente estas construcciones, como lo 
muestra la experiencia de enseñanza del autor, pueden cons- 
tituir, con no menor razón que las máquinas de Turing, la 
introducción natural a la teoría de algoritmos. 

Precisamente al concepto del algoritmo, propuesto por 
Post, está dedicado el presente libro. La exposición está algo 
modificada y, en particular, se efectúa en forma de descrip- 
ción de cierta máquina calculadora abstracta. Justamente por 
eso parece conveniente:introducir el propiotérmino de «máqui- 
na de Post» y, en general, hacer uso de la terminología que 
difiere de la de Post 


La base de este fascículo de las «Lecciones populares de 
matemáticas» está constituida por las conferencias pronuncia- 
das por el autor para los escolares (en la Universidad Estatal 
de Moscú M. V. Lomonósov en octubre de 1962, en la escuela- 
internado adjunta a la Universidad Estatal de Novosibirsk 
en junio de 1963, en el Palacio de Pioneros de Moscú en 
diciembre de 1964), así como por las conferencias para los estu- 
diantes de las facultades mecánico-matemática y de filología 
de la Universidad Estatal de Moscú M. V. Lomonósov a partir 
del año lectivo de 1961/62. 


1) En el 1967 en la revista «Matemáticas en la 
escuela» (en ruso), N9N? 1...4, el autor publicó una serie de cuatro 
artículos que sirvieron como base del presente libro. 
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CAPÍTULO [. CÓMO TRABAJA LA 
MÁQUINA DE POST 





$ 1. "VISTA EXTERIOR” DE LA MÁQUINA DE POST 





Antes de todo advertimos a] lector que la máquina de Post 
no es un dispositivo que existe en realidad y está hecho por 
alguien; por esta razón las palabras «vista exterior» están 
puestas entre comillas. La máquina de Post, como también 
su pariente cercano—la máquina de Turing—representa de 
por sí una estructura mental que sólo existe en nuestra imagi- 
nación!) (aunque ella, en principio, podría ser construida «en 
metal»?). Precisamente esto se tiene en cuenta cuando se dice 
de las máquinas de Post y de Turing, que éstas son máquinas 
computadoras «abstractas». Sin embargo, para nosotros tendrá 
poca importancia que la máquina de Post no existe en realidad. 
Al contrario, supondremos, para mayor evidencia, que «existe 
de hecho». Y de modo semejante a la posibilidad de aprender el 
cálculo en el ábaco o en la regla de cálculo, sin tener ante la 
vista estos instrumentos, tan sólo utilizando sus descripciones 
e imaginándolos mentalmente, de esta misma manera nosotros 
aprenderemos a computar en la máquina de Post, concentrando 
nuestra imaginación en la descripción que ofrecemos a con- 
tinuación. 

La máquina de Post consta de la cinta y del carro (que se 
llama también cabezal de lectura y de registro). La cinta es 
infinita y se divide en células de igual dimensión: para la evi- 
dencia consideraremos que la cinta está dispuesta horizontal- 
mente (fig. 1). 

La infinidad de la cinta se encuentra en contradicción con 
la afirmación hecha anteriormente de que en principio la 


1) Por esta razón parecen anecdóticas tales, por 
ejemplo, recomendaciones respecto a la familiarización con las máqui- 
nas de este tipo: «para representar mejor el funcionamiento real de la 
máquina, el interesado debe dirigirse a la literatura técnica» (Po- 
pou A. 1., Introducción a la lógica matemática, Leningrado, Editorial 
«Universidad Estatal de Leningrado», 1959, p. 91 (en rusa)) 

2) Un dispositivo, que permite simular el funcionamiento de la 
máquina de Post en el casa de pequeños programas y volúmenes del 
cómputo, fue fabricado eu 1970 en la Universidad Estatal de Simfe- 
Pl (véase Kasatkin V. N., Siete problemas de cibernética, Kiev, 
1975, p. 26, (en ruso)). 
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máquina de Post podría ser construida. El asunto consiste en 
que hemos declarado que la cinta es infinita solamente para 
sencillez de exposición. Con el mismo éxito podría ser supuesto 
que la cinta no es infinita, sino que crece indefinidamente 
por ambos lados: por ejemplo, podríamos considerar que la 
cinta crece en una sola célula, en cuanto el carro llega hasta el 








41808 0 0 1 8 SS 5 MB 


FIG. 1. La cinta de Ja máquina de Post se divide en células y se 
extiende infinitamente a la izquierda y a la derecha 


-5-t-3-21 0123456 


FIG. 2. 





fin de la cinta y debe seguir moviéndose (acerca del movimien- 
to del carro véase más abajo), o bien podríamos considerar 
que por cada unidad de tiempo a la izquierda y a la derecha 
crece en una célula. Sin embargo, para nosotros será mas Có- 
modo considerar que todas las células a la izquierda y a la 
derecha ya han crecido y, por eso, aunque en perjuicio de la 
realidad, suponer que de cinta es infinita por ambos lados. 

El orden en que están dispuestas las células es semejante al 
orden en que se encuentran todos los números enteros. Por 
consiguiente, es natural introducir en la cinta el «sistema de 
coordenadas de números enteros», numerando las células 
mediante los números enteros ..., —3, —2, —1,0,1,2,3,...+ 
(fig. 2). 

Consideraremos que el sistema de coordenadas está vincula- 
do rígidamente con la cinta y obtendremos de tal modo la 
posibilidad de indicar una célula cualquiera de la cinta, nom- 
brando su número de orden o coordenada. (A veces, en lo que 
cabe, es más cómodo introducir a la par con el sistema de 
coordenadas fundamental, «constante» también el auxiliar, 
«temporal», desplazado respecto al sistema inicial.) 
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En cada célula de la cinta puede ya sea no estar escrito 
nada (tal célula se denomina vacía), o bien escrita la marca Y 
(en este caso, la célula se llama marcada) (fig. 3). 

La información acerca de qué células están vacías y cuáles 
marcadas constituye el estado de la cinta. Con otras palabras, 
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FIG. 3. Cada célula de la cinta está vacía o contiene una marca 


FIG. 4, Cuando el carro está inmóvil, éste se encuentra frente a una 

de lus cólulas de la cinta de la manera que so muestra en la fig. a), 

pero no de la manera que se muestra cn la fig. 6). La situación que 

viene expuesta en la fig. b) puede surgir sólo durante el proceso de 
movimiento del carro 











el estado de la cinta es la distribución de las marcas por sus 
células 1). Como veremos a continuación, el estado de la cinta 
varía en el proceso de funcionamiento de la máquina. 

El carro puede desplazarse a lo largodela cintaa la izquier- 
da y a la derecha. Cuando el carro está inmóvil, éste se 
encuentra exactamente frente a una sola célula de la cinta 
(fig. 4, a; en este y en los siguientes planos el carro viene 
representado en forma de un cuadrado ennegrecido); se dice que 
el carro observa esta célula o bien la mantiene en el campn 
visual. 





1) En el lenguaje matemático exacto cl estado de 
Ja cinta es una función que a cada uno de los números (número de la 
célula) pone en concordancia ora la marca, ora, digamos, la palabra 
«vacio». 
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La información sobre qué células están vacías y cuáles mar- 
cadas y dónde se halla el carro forma el estado de la máquina de 
Post. Por lo tanto, el estado de la máquina se compone del 
estado de la cinta y de la indicación del número de aquella 
célula que se observa por el carro. Cada unidad de tiempo 
(la que llamaremos paso) el carro puede desplazarse a una 
célula a la izquierda o bien a la derecha. Además, el carro 
puede poner (imprimir) o eliminar (vaciar) la marca en aquella 
célula frente a la cual se encuentra, así como identificar si 
hay o no marca en la célula observada por el mismo. En el 
párrafo 3 será explicado qué es lo que define el funcionamiento 
del carro, así como qué significa «discernir» (indentificar) en 
lo que a éste se refiere. 


$ 2. PROGRAMA PARA LA MÁQUINA DE POST 





El funcionamiento de la máquina de Post consiste en que el 
carro se desplaza a lo largo de la cinta e imprime o vacía 
(borra) las marcas. Este trabajo transcurre según instruccio- 
nes de determinado aspecto que se denominan programa. 
Para la máquina de Post se pueden elaborar diversos progra- 
mas. Vamos a ver la estructuración del programa. 

Cada uno de los programas de la máquina de Post consta 
de instucciones. Llamaremos ¿instrucción de la máquina de Post 
la expresión que tiene uno de los siguientes seis aspectos (las 
letras. i, j, ix sii por doquier los números naturales 


Primer aspecto. Instrucciones de movimiento a la derecha. 
=>] 
Segundo aspecto. Instrucciones de movimiento a la izquier- 
da. 
telf 
Tercer aspecto. Instrucciones de impresión de la marca. 
iVi. 
Cuarto aspecto. instrucciones de vaciado (borrado) de la 
marca. 


El 


13 





Quinto aspecto. Instrucciones de salto del control. 


cd 
Si 
Sexto aspecto. Instrucciones de parada. 
i. stop. 
Por ejemplo, 
137. > 1 
es la instrucción de movimiento a la derecha, 
32 
25. 9L 
Nas 
es la instrucción de salto del control, mientras que 
6386. stop 


es la instrucción de parada. 

El número i, que se encuentra en el comienzo de la instruc- 
ción, se denomina número de instrucción. Así, en las instruc- 
ciones que acabamos de aducir sus números son 137, 25 y 6386, 
respectivamente. El número j, que culmina la instrucción 
(asimismo en las instrucciones de salto del control, cada uno 
de los números j, y ja), lo Hamaremos salto (con ello, en la 
instrucción de salto del control j, es el salto superior y ja, el 
salto inferior). Las instrucciones de parada no tienen salto. 
Así, en las instrucciones que acabamos de citar en calidad de 
saltos sirven los números 1, 32 y 25, con la particularidad de 
que el número 32 es el salto superior y 28, el inferior. 

Denominaremos programa para la máquina de Post la lista 
finita no vacía (es decir, la que contiene aunque sólo sea una 
instrucción) de las instrucciones de la máquina de Post, que 
posee las dos propiedades siguientes: 

1) En primer lugar en esta lista se encuentra la instrucción 
con el número 1, en el segundo (si existe), la instrucción con el 
número 2, etc.; en general, en el k-ésimo lugar está la instruc- 
ción con el número %. 

2) El salto de cualquiera de las instrucciones que figuran 
en la lista coincide con el número de cierta instrucción (que 
puede ser otra o la misma) en aquélla (con mayor precisión: 
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para cada uno de los saltos de cada una de las instrucciones de 
la lista se encontrará en ésta tal instrucción, cuyo número es 
igual al salto examinado). 

_Por ejemplo, la siguiente lista será el programa para la 
máquina de Post: 


1. stop 3.E3 
y? 
PA "Sa 4. stop 


En tanto que las siguientes dos listas no servirán de programas 
para la máquina de Post, aunque están compuestas de las ins- 
trucciones para la misma: 


4 
Ze 
2 a ES 


1. stop 4. stop 


(no está cumplida la primera condición); 
1. stop 3.E3 


4 
K 
2 Se 4. stop 


(no está cumplida la segunda condición). 

Para mayor evidencia escribiremos en columna los progra- 
mas para la máquina de Post. El número de instrucciones del 
programa se llama longitud del programa. 

Ejercicio. Copiar todos los programas para la máquina de 
Post de la longitud 1. ¿Cuántos programas existen de la longi- 
tud 2, de la longitud 3, de la longitud n? 


A —_2—2—K— 
$ 3. FUNCIONAMIENTO DE LA MÁQUINA DE POST 


€ _ —<—z 


Para que la máquina de Post comience a trabajar es necesa- 
rio prefijar, primeramente, cierto programa E en segundo lu- 
gar, cierto estado de ella, es decir, distribuir de cualquier modo 
las marcas por las células de la cinta (en particular, se pueden 
dejar todas las células vacías) y colocar el carro frente a una : 
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de las células. Como regla, supondremos que en el estado 
inicial (o sea, en el prefijado primeramente) de la máquina el 
carro siempre se instala frente a la célula con el número 
(coordenada) cero. Llegando a este acuerdo, el estado inicial 
de la máquina queda definido completamente por el estado 
de la cinta, 

Como ya se dijo, el programa es tal instrucción basándose 
en la cual trabaja la máquina. El funcionamiento de la máqui- 
na a base del programa prefijado (también con el estado ini- 
cial asignado) transcurre del modo siguiente. La máquina se 

one en el estado inicial y comienza a cumplir la primera 
instrucción del programa (qué significaj«cumplir la instrucción» 
se explicará más adelante). Esta instrucción se cumple dan- 
do un paso, después de lo que la máquina empieza a cumplir 
aquella instrucción, cuyo número (lo llamaremos «) es igual 
al salto (a uno de los saltos, si éstosson dos) de la primera ins- 
trucción. Esta también se cumple en un paso, después de lo 
que comienza a cumplirse la instrucción, cuyo número es 
igual al salto de la instrucción con el número a. En general, 
cada instrucción se cumple en un solo paso, mientras que el 
tránsito después de haber ejecutado una instrucción, al cum- 
plimiento de la otra, transcurre según la siguiente regla: sea 
que en el k-ésimo paso se cumplía la instrucción con el núme- 
ro í, en este caso, si ésta tiene el único salto ¡, entonces durante 
el £ + 1-ésimo paso se cumple la instrucción con el número j; 
si ésta tiene dos saltos j, y ja, entonces en el £ + 1-ésimo paso 
se cumple una de las dos instrucciones, es decir, con el núme- 
ro j, O bien con el número ja (cuál, precisamente, se indicará 
más adelante); si, por último, la instrucción que se ejecuta en 
el k.ésimo paso no tiene salto absolutamente, entonces en e 
k + 1-ésimo paso y durante todos los pasos posteriores ningu- 
na instrucción se cumple: la máquina se para. Queda por expli- 
car, qué significa cumplir la instrucción y cuál de los saltos, 
cuando hay dos, se elige como número de la instrucción 
siguiente. 

La ejecución de la instrucción de movimiento a la derecha 
consiste en que el carro se desplaza a una célula en dicha direc- 
ción. El cumplimiento de la instrucción de movimiento a la 
izquierda consiste en que el carro se desplaza a una célula en 
la dirección indicada. El procedimiento para ejecutar lá 
instrucción de impresión de la marca consiste en que el carro 
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la señala en la célula observada; esta instrucción se puede 
cumplir sólo en caso de que la mencionada célula, antes de 
ejecutar la instrucción, esté vacía; pero si en la misma ya se 
encuentra la marca, la instrucción se considera irrealizable. 
El cumplimiento de la instrucción para borrar la marca con- 
siste en que el carro la elimina en la célula observada; esta 
instrucción puede ejecutarse sólo en caso de que dicha célula 
esté marcada; sin embargo, si la célula en cuestión no contiene 
marca, la instrucción se considera irrealizable. El cumpli- 
miento dela instrucción de salto del control con el salto superior 
js y el inferior j, no cambia de manera alguna el estado de la 
máquina: ninguna de las marcas se elimina y se imprime, 
además el carro queda inmóvil (la máquina realiza, por así 
decirlo, un «paso sin movimiento»); no obstante, si la célula 
observada estaba vacía, antes de comenzar el cumplimiento 
de esta instrucción, entonces acto seguido debe ejecutarse la 
instrucción con el número j,, si por el contrario, esta célula 
contenía la marca, la siguiente instrucción que deberá reali- 
zarse será la del número ja (el papel de la instrucción de salto 
del control se reduce, por consiguiente, a que el carro al ejecu- 
tarla parece como si «identificara» que la marca se encuentra 
ante él, precisamente esto es lo que se tenía en cuenta en la 
penúltima frase perteneciente al párrafo 1). El cumplimiento 
de la instrucción de parada tampoco cambia de ninguna 
manera el estado de la máquina y consiste en que la máquina 
se para. 

Si ahora, después de prefijar el programa y cualquier estado 
inicial, se pone en marcha la máquina, se realizará una de las 
tres variantes siguientes: 

1) Durante la ejecución del programa la máquina llegará 
al cumplimiento de una instrucción irrealizable (impresión 
de la marca en una célula no vacía o borrado de la marca en la 
célula vacía); con ello, cesa el cumplimiento del programa, la 
máquina se para; transcurre la llamada parada sin resultados. 

2) Al realizar el programa, la máquina alcanzará el cum- 
plimiento de la instrucción de parada; en este caso, el progra- 
ma se considera ejecutado, la máquina se para; transcurre la 
llamada parada de resultados. 

3) Durante la ejecución del programa la máquina no llega- 
rá hasta el cumplimiento de ninguna de las instrucciones indi- 
cadas en las dos primeras variantes; con. ello, el cumplimiento 
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del programa nunca cesa, la máquina nunca se para; el proceso 
de funcionamiento de la máquina transcurre infinitamente. 





$ 4. EJEMPLOS DEL CUMPLIMIENTO DE LOS PROGRAMAS 


¡<_x- __ —É —___ _—__A O 


Vamos a prefijar, por ejemplo, el estado inicial indicado 
en la fig. 5 y el siguiente programa: 


L Vs 4. =>5 
2.83 


4 
>/ 
3. =2 5. ? Se 
Veamos cómo trabajará la máquina con tal estado inicial y tal 
programa. 


n el primer paso se ejecutará la instrucción N'1. Después 
del primer paso el estado de la máquina será el que se indica 





INTMT 
nm 


FIG. 5 








en la figura 6. Una vez realizada la instrucción N%l es necesario 
pasar al cumplimiento de aquella instrucción, cuyo número 
coincide con el salto de la instrucción N%L, es decir, a realizar 
la instrucción N%4. Esta se ejecutará durante el segundo paso 
y el estado de la máquina será el de la figura 7. Ahora hay 
que cumplir la instrucción N*5 (ya que el salto de la instruc- 
ción N% es igual a 5). Ésta se realizará en el tercer paso, a re- 
sultas del cual el estado de la máquina no cambiará y quedará 
tal como se muestra en la figura 7. En vista de que la célula 
observada en este caso está vacía, a continuación, debe cum- 
plirse la instrucción, cuyo número es igual al salto superior, es 
decir, al número 4. Una vez ejecutada durante el cuarto paso la 
instrucción N%4, la máquina llegará al estado que se indica en 
la figura 8. Ahora, en el quinto paso, se cumplirá la instrue- 
20620 
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ción N*5. Esta vez la célula observada está marcada, por este 
motivo, acto seguido, será ejecutada la instrucción con el 
número que es igual al salto inferior, es decir, al número 3. 
Después de cumplir en el sexto paso la instrucción N*3 la 
máquina llegará al estado que se muestra en la figura 9 y co- 
menzará, en el séptimo paso, el cumplimiento dela instrucción 
N*2. Sin embargo, esta instrucción resulta irrealizable, 


TMV IMNME DO VE 
n | na 


FIG. 8 FIG. 9 FIG. 10 








puesto que ordena borrar la marca en la célula vacía. Por 
consiguiente, durante el séptimo paso ocurrirá una parada sin 
resultados. 

Los diversos programas aplicados al mismo estado inicial 
pueden llevar a distintos finales: a paradas sin resultados o de 
resultados, o bien al funcionamiento de la máquina sin paradas 
(infinito). En efecto, prefijemos, por ejemplo, el estado inicial 
indicado en la figura 10. Apliquemos a este estado inicial el 
siguiente programa: 

1. > 2 


2.>3 
Ys 
La máquina realizará dos pasos y en el tercer paso se producirá 


una parada sin resultados. A este estado inicial vamos a apli- 
car el programa: 


1.:>2 
2.>3 
3. stop. 


La máquina hará dos pasos y, luego, durante el tercero ocurrirá 
una parada de resultados. Por fin, apliquemos a este mismo 
estado inicial el programa: 


1.=>1l 
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La máquina va a trabajar infinitamente. Ahora apliquemos 
el programa: 


1 
Ze 
1. Si . 


La máquina de nuevo funcionará infinitamente (a pesar de que 
ni el registro en la cinta, ni la posición del carro, en este caso, 
se modificarán). 





FIG. 11 





Precisamente así, el mismo programa, aplicado a diversos 
estados iniciales, puede producir distintas variantes. Por 
ejemplo, examinemos el siguiente programa: 


4 
rd 
1. GS 3. stop 


4, =>2, 
2.23 


Empleémoslo para los estados iniciales A, B y € que se ofrecen 
en la figura 11. Para el estado inicial A obtendremos una Para- 
da de resultados en el cuarto paso, para B — el funcionamien- 
to infinito de la máquina y para C — una parada sin resulta- 
dos en el tercer paso. El uso a los mismos estados iniciales 


2. 





del programa 
4 
Ll 
l. ¿Se 3. stop 


4. >2 
2. Y4 


produce una parada sin resultados para A, de resultados para B 
y funcionamiento infinito de la máquina para C. 

Ejercicio 1. ¿Puede existir o no un programa que produzca 
una parada de resultados con cualquier estado inicial? ¿Una 
parada sin resultados? ¿El funcionamiento ilimitado de la 
máquina? ¿Cuál será el número mínimo de instrucciones en 
estos programas? 

Ejercicio 2. Acerca de cierto programa es conocido que 
existe un estado inicial para el cual aquél proporciona una 
parada de resultados, existe un estado inicial para el cual el 
primero produce una parada sin resultados y existe un estado 
inicial para el cual el mismo da el funcionamiento infinito 
de la máquina. Demostrar que el número de instrucciones en 
este programa no es menos de 4, Escribir todos estos progra- 
mas de la longitud 4. 


$ 5. NOTAS METODOLÓGICAS 


Este párrafo se es a los maestros de la escuela primaria, 
a los dirigentes de los círculos escolares para los alumnos meno- 
res y, en general, a todos los que decidan enseñar la máquina 
de Post a los escolares de las clases primarias. 

Como ya se ha mencionado en el prefacio, se puede enseñar 
a trabajar en la máquina de Post (representada mediante un 
SE de tiza en la pizarra o bien con ayuda de una cinta de 
papel y botones o sujetapapeles en calidadide marcas) incluso 
a los escolares del primer grado. Indudablemente, en la expo- 
sición para los escolares menores es preciso no sólo omitir 
ciertos detalles, sino que introducir nuevos acuerdos. Así, es 
conveniente 

1) no mencionar el sistema de coordenadas en la cinta 
(éste es necesario sólo para precisar qué es el «estado») y no 
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introducir el concepto «estado» (para la cinta oparala máquina 
en conjunto); 

2) se puede utilizar en calidad de números de los programas 
no cifras (o bien no sólo cifras), sino que cualesquier imágenes 
(por ejemplo, imágenes de las figuras geométricas); 

3) suponer que la cinta no es infinita, sino finita, y ponerse 
de acuerdo que la máquina se para, cuando el carro Hega hasta 
el fin de la cinta; 

4) no decir absolutamente nada sobre una parada sin resul- 
tados; no obstante, si ésta aparece durante el cumplimiento de 
cualquier programa, entonces decir que, en este caso, la 
«máquina se rompe»; 

5) introducir no todas las instrucciones de una vez, sino 
paulatinamente, acompañado la introducción de cada nueva 
instrucción con ejercicios demostrativos. 

Es lógico, que los ejercicios deben ser seleccionados espe- 
cialmente. Por ejemplo, es útil proponer lo siguiente: 

Ejercicio. La máquina comienza desde el estado inicial 
«vacio» (es decir, tal, con el que todas las células están vacías) 
y trabaja según el programa: 


l. y 2 
2. > 3 
3. > 1 


se pregunta qué ocurrirá con la cinta. La respuesta es bastante 
demostrativa; ésta se ofrece en la figura 12. 

Por lo demás, consideramos que el alumno debe (y puede) 
saber aplicar cualquier programa a todo estado inicial de 












á quí se encontraba el 
carro at principio 


FIG. 12 





manera que cualesquier ejercicios que no exigen mucho tiempo 
para cumplir los programas (incluso para la composición de 
ciertos programas, por ejemplo, el que conduce a) estado de la 
cinta mostrado en la figura 12) son plenamente convenientes. 
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Sin duda alguna, en la exposición destinada a los escolares 
menores, no es conveniente hacer uso de las palabras «algorit- 
mo», «máquina de Post» (así como, en general, la palabra 
«máquina»; er lugar de las palabras el «carro se traslada a una 
célula a la derecha» es mejor decir, por ejemplo, «nosotros pasa- 
mos a la célula vecina que se encuentra a la derecha», etc.). 
Es más, la explicación de para qué se necesita la estructura 
expuesta es útil dejarla hasta el tiempo en que se alcance su 
entendimiento claro y suficiente libertad en la ejecución de 
los programas. Aquí es muy oportuno aducir la siguiente cita 
del epígrafo al capítulo nueve del libro de W. W. Sawyer 
«Prelude to mathematics», Penguin Books, Bristol, 1955, 
p. 125 («Preludio a las matemáticas», traducción del inglés 
al ruso, Moscú, Editorial «Prosveschenie», 1965): «Primera- 
mente yo les diré lo que hago y, después, explicaré para qué». 

En general, la capacidad de percibir algún sistema de con- 
ceptos o bien alguna construcción antes (e independientemen- 
te) derecibir una información acerca de para qué esto es nece- 
sario, es decir, antes (e independientemente) de cualquiera 
aplicación, representa para nosotros una de las más importan- 
tes cualidades que se educan mediante los estudios de las 
matemáticas. La idea acerca del objetivo que persigue la 
exposición de este u otro material es posible que contribuya 
asu memorización, pero no debe influir sobre el entendimiento 
de lo que puede y debe tener lugar independientemente de 
este objetivo. La habilidad de pensar de modo formal es una 
capacidad especial que se desarrolla, como toda destreza, 
debida al entrenamiento. Semejante entrenamiento podría 
empezarse desde edades tempranas. Como elementos accesi- 
bles del entrenamiento mencionado para los escolares del pri- 
mer grado pueden servir también la adición de los números 
polidígitos (con lo que los números polidígitos se entienden 
sin la habitual semántica cuantitativa, simplemente como 
cadenas de cifras, mientras que la suma se determina mediante 
un algoritmo de adición en columna *))y sencillos ejercicios 
con la máquina de Post. 


1) Véase Uspenski V. A. Para la enseñanza de las 
matemáticas cn la escuela primaria. Revista «Matemáticas en la es- 
cuela» (en ruso), 1966, N?” 2, p. 38; se tiene en cuenta que el procedi- 
miento de adición formal, escrito sólo a continuación, se utiliza para 
obtener la suma de dos cantidades de manzanas o cuadernos. 
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La conclusión de la exposición de cierta estructura, es decir, 
la exposición que infaliblemente va acompañada de suficiente 
cantidad de ejemplos y ejercicios, significa el fin de una etapa 
importante, después de la cual, durante la siguiente etapa, 
ya se puede pasar a la aplicación de la estructura descrita. 
Para la máquina de Post en calidad de esta aplicación sirven 
los cálculos que pueden efectuarse con su ayuda. Para subrayar 
el límite que divide estas dos etapas nos restringiremos en 
este capítulo tan sólo a la primera familiarización con la 
máquina de Post. 

Después de tal conocimiento es oportuno comunicar a los 
alumnos que la máquina de Post puede utilizarse para obtener 
resultados de operaciones aritméticas y proponer ejemplos de 
programas (a continuación también de problemas para elabo- 
rar programas) que conduzcan de los números registrados en la 
cinta de la máquina a los resultados de unas u otras operacio- 
nes con los mismos. Entre estas últimas la más simple es la 
adición de la unidad a un número. Es lógico, que para esto es 
preciso con anticipación ponerse de acuerdo cómo registrar los 
números en la cinta de la máquina de Post, así como hacer 
además una serie de precisiones. Pero, esto es el objeto del 
siguiente capítulo que se dedicará especialmente a la adición 
de la unidad. En calidad de un ejempio útil se puede proponer 
al lector que él mismo intente a atribuir un sentido exacto a la 
siguiente enunciación: «Elaborar para la máquina de Post un 
programa que efectúe la adición de launidad». ¿Quizá semejan- 
tes sentidos resultará haber no sólo uno, sino muchos? 
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CAPÍTULO H. ADICIÓN DE LA UNIDAD EN LA 
MAQUINA DE POST 





En la máquina de Post pueden efectuarse diversos cálculos. 
En el presente capítulo a la atención del lector se propone el 
más simple de tales cómputos, es decir, la adición de la unidad 
a un número arbitrario; este cálculo se realiza con distintas 
variantes que dependen de una u otra enunciación de las con- 
diciones iniciales. 

El examen de cómo en la máquina de Post se efectúa la 
adición de la unidad, a pesar del carácter elemental de este 
tema, permite familiarizar al lector (es lógico, que en una for- 
ma cuy simplificada) con problemas que surgen también al 
operar los ordenadores reales de acción rápida. El hecho con- 
siste en que el problema matemático fundamental que se 
plantea ante el hombre durante su trabajo en las computadoras 
resulta ser el mismo tanto peca las máquinas reales, como para 
Jas «abstractas». Este problema consiste en elaborar para la 
máquina el programa que conduzca al objetivo prefijado: la 
elaboración de programas semejantes se denomina programación. 
En el presente capítulo se examina el problema (con más 
exatitud, una serie de problemas) sobre cómo elaborar para la 
máquina de Post programas que lleven al aumento del número 
inicial en una unidad. 

Además de la comunidad del problema fundamental, mu- 
chos otros problemas de la programación para la máquina de 
Post son característicos también en la programación para las 
máquinas reales. He aquí algunos de momentos semejantes 
que se hacen notables ya al examinar el problema sobre la 
adición de la unidad: 

1. Se pueden componer diversos programas que llevarán al 
objetivo prefijado (a un mismo), o sea, que realizarán el 
procesamiento prefijado de la información; el lector verá 
($ 2, ejercicio) que para la máquina de Post es incluso posible 
una infinita cantidad de programas que realicen la adición de 
ta unidad (ya para la más simple variante de tal adición). 
*Y 2. Si se amplifica la clase de los datos iniciales, respecto de 
fos cuales el programa debe llevar al resultado necesario, el 
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problema acerca de la construcción de semejante programa es 
más difícil y el propio programa, que sirve como solución del 
problema, más complicado; el lector verá cómo se complicará 
el programa de adición de la unidad, al amplificarse la clase 
de condiciones iniciales tolerables. 

3. Al construir los programas que dan la solución de los 
problemas más generales o más complicados, con frecuencia 
resulta más cómodo hacer uso, en calidad de bioques estructu- 
rales acabados, los programas elaborados antes para proble- 
mas más particulares o más simples; el lector verá en el $ 4 
cómo, al construir el programa para el problema general acerca 
de la adición de la unidad, pueden utilizarse los programas 
que dan la solución para problemas más particulares. 

4. Al componer el programa se tiene que tomar en conside- 
ración no sólo a qué números es necesario aplicarlo, sino que 
también cómo estos números se disponen en el «dispositivo de 
memoria», o bien en la «memoria», de la máquina; el lector 
verá que las variantes del problema acerca de la adición de la 
unidad se distinguirán una de la otra sólo por la disposición del 
número inicial respecto al carro. 

5. La tendencia de que los programas obtenidos sean, en la 
medida de lo posible, cortos, es, de ordinario, muy natural, 
en tanto que para las máquinas y los problemas reales la 
brevedad de los programas en una serie de casos puede tener el 
valor decisivo; el lector verá que a la minimización de la longi- 
tud del programa se prestará atención especial. 





$1 REGISTRO DE LOS NÚMEROS EN LA MÁQUINA 
DE POST Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA ACERCA 
DE LA ADICIÓN DE LA UNIDAD 





En la máquina de Post pueden ser realizadas distintas 
operaciones con los números. Para ello, es preciso sobre todo 
ponerse de acuerdo de cómo en la máquina de Post se registra- 
rán Jos números. Se tratará siempre de números no negativos 
enteros 0, 1,2,3,4,... 

Examinemos la sucesión finita, de las células marcadas en 
la cinta que siguen una tras otra, situada entre dos células 
vacías. Tal sucesión de las células marcadas la llamaremos 
juego, mientras que el número de células en ésta, longitud 
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del juego. Asi, en la figura 13 se muestra un juego de longitud 3, 
en tanto que en la figura 14, tres juegos: de longitud 5, longi- 
tud 1 y Jongitud 2. 

Ahora, convengamos registrar el número n en la cinta 
mediante el juego de longitud n + 1 y amar el propio juego 





FIG. 14 





registro de máquina del número n. Por consiguiente, en las figu- 
dE 13 y 14 se ofrecen los registros de máquina de los números 2, 
4 10.:Y: des 

Prefijemos el objetivo de realizar en la máquina de Post la 
adición de la unidad. Entenderemos nuestro problema del mo- 
do siguiente: es necesario elaborar un programa que al ser 
aplicado a la cinta, en la cual está registrado el número 
arbitrario n, conduzca a la parada de resultados, con la parti- 
cularidad de que después de la parada en la cinta debe estar 
registrado el número n + 1 (se tiene en cuenta la composición 
de un solo programa que sirva para cualquier »). 

En la frase anterior el problema está planteado aún no 
con plena precisión, ya que ni sobre el estado inicial (es decir, 
prefijado en el comienzo), ni sobre el final (es decir, que surge 
después de la parada de resultados) de la máquina no se dice 
dónde precisamente está registrado el número, ni qué más hay 
registrado en la cinta; tampoco se dice dónde debe encontrarse 
el carro. Supongamos que al principio y al final del funciona- 
miento del programa en la cinta vienen registrados sólo los 
números correspondientes (n al comenzar y n + 1 al finalizar), 
dispuestos en un lugar arbitrario de la cinta, mientras que la 
cinta restante está vacía. Con objeto de facilitar nuestro 
problema no aplicaremos ningunas limitaciones adicionales 
en el estado final: por lo tanto, nos convendrá cualquier pro- 
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grama que proporcione la cinta con el registro del número 
n + 1, dondequiera que este registro se encuentre y en cual- 
quier parte que esté el carro. Al mismo tiempo, haremos su- 
posiciones cada vez más amplias con respecto a la disposición 
recíproca del carro y del registro de máquina del número en el 
estado inicial de ésta. Por consiguiente, tendremos que tratar 
no un problema único, sino toda una serie de ellos. Con insis- 
tencia aconsejamos al lector, antes de leer la solución de cual- 
quier problema, tratar de resolverlo por sí mismo. 





$ 2. ADICIÓN DE LA UNIDAD EN EL CASO MÁS SIMPLE 





Empecemos por la más fuerte limitación, aplicada a la 
disposición recíproca del registro de máquina del número y del 
carro al comienzo, y, del mismo modo, por el problema más 
simple. Lo denominaremos problema 1. 

Problema 1 (enunciación larga). Se requiere escribir el 
programa para la máquina de Post que posea la siguiente pro- 
e A e que sea el número n, si el estado inicial de 

a máquina de Post es tal, que en la cinta está registrado el 
número n (mientras que la cinta restante está vacía) y el 
carro se encuentre frente a la célula más a la izquierda del 
registro, el cumplimiento del programa debe llevar a la parada 
de resultados, después de la cual en la cinta (en un lugar arbi- 
trario) debe estar inscrito el número n + 1 (en tanto que la 
cinta restante debe estar vacía), con la particularidad de que 
el carro puede encontrarse dondequiera. 

Designemos por A, el conjunto de todos aquellos estados de 
la máquina de Post, en cada uno de los cuales en la cinta 
vienen marcadas exactamente n -+ 1 células, mientras que el 
carro se encuentra frente a la célula más izquierda de entre las 
marcadas. En la fig. 15 se ofrecen varios estados de la cla- 
se Ay; éstos difieren uno del otro sólo en que el juego y el 
carro, «ligado con éste rígidamente», ocupan distintas posicio- 
nes con respecto al origen de coordenadas. 

Designemos por £, el conjunto de todos aquellos estados de 
la máquina de Post, en cada uno de los cuales vienen marcadas 
en la cinta exactamente n + 1 células y el carro puede encon- 
trarse dondequiera. Al conjunto E, pertenecen todos los esta- 
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dos de A, y aún muchos otros. En la fig. 16 se muestran varios 
estados de la clase Ex. 

Ahora, el problema 1 puede ser enunciado con más brevedad: 

Problema 1 (enunciación corta). Escribir tal programa para 
la máquina de Post que ¡para cualquier n siendo aplicado al 
estado arbitrario de la clase A, da la parada de resultados en 
cierto estado de la clase Ey. 

Antes de proceder a resolver el problema 1, notemos que en 
su planteamiento no se dice nada acerca de qué debe obtenerse 





BES ABE OTE 


=4-3-2-1 01234306789 





FIG. 15. Los estados de la clase A, se distinguen uno del otro sólo 
por ej «desplazamiento» con respecto al sistema de coordenadas 





al aplicar el programa buscado a los estados que no pertene- 
cen a ninguna de las clases A, (n =0, 1, 2, . . .); esto signi- 
Tica que para nosotros no importa qué sucederá con semejan- 
tes estados elegidos en calidad de iniciales: nos convendrá 
cualquier programa que traslada los estados de A, a los de 
En+a hiciera lo que hiciese éste con los estados restantes. 

Será solución del problema 1, por ejemplo, tal programa: 

Programa l, 

l. = 2 

2 WES, 

3. stop. 


Hemos escrito «por ejemplo», porque la solución del pro- 
blema 1 no es la única: también son posibles otros programas 
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que satisfagan el planteamiento del problema. Por ejemplo, el 
siguiente programa también será la solución del problema 1: 


1. >2 3. =4 


3 6. stop. 


Sin embargo, el programa 1, escrito anteriormente será el más 
corto (más exactamente, uno de los más cortos) de los progra- 





FIG. 16 





mas que satisfacen el planteamiento del problema 1. En efec- 
to, se puede demostrar (y nosotros aconsejamos al lector que 
lo haga) que ningún programa de la longitud 1ó 2 puede ser- 
vir como solución del problema 1; sin embargo, existe aún 
exactamente un programa de la longitud 3 que también es la 
solución de nuestro problema; he aquí este programa: 





Programa 1, 
1l<3 
2. stop 
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Ejercicio. Demuestren que existen infinita cantidad de 
programas que sirven de soluciones para el problema 1. 


Observación. Con n fijado, los estados de A, se distinguen uno 
del otro sólo por el desplazamiento con respecto al origen de coordena- 
das (fig. 15). Cualquiera que sea el programa que hubiéramos aplicado 
a estos estados iniciales, los resultados que se obtendrían, evidente- 
mente, se distinguirían uno del otro por un mismo desplazamiento. 
Por esta razón, es suficiente seleccionar de cada clase Ay un solo 
estado 4, y componer el programa que va a trasladar cada 4, a cierto 
estado de E,,¿1. Cualquier semejante programa automáticamente será 
la solución del problema 1. Notemos, que el estado 2, se puede selec- 
cionar de A, de modo en absoluto al azar. 


De manera completamente análoga al problema 1 puede ser 
resuelto el problema 1” que difiere del primero sólo en que al 
comienzo el carro observa la célula más a la derecha del juego. 
Precisamente, designemos por Ax la clase de todos aquellos 
estados de E,,, en los cuales el carro observa la célula más dere- 
cha de entre las marcadas. En este caso la enunciación corta del 
problema 1' será como sigue: 

Problema 1 (enunciación corta). Escribir tal programa pa- 
ra la máquina de Post que para cualquier rn, siendo aplicado al 
estado arbitrario de la clase A, da la parada de resultados en 
cierto estado de la clase Ey uy. 

Los siguientes dos programas serán los más cortos y únicos 
que satisfacen el planteamiento del problema 1'- 

Programa 1; 


1. > 2 
2 NY 3 
3. stop. 
Programa | 
1.=>3 
2. stop 
3. 14 2, 
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$ 3. ADICIÓN DE LA UNIDAD EN CASOS MÁS COMPLICADOS 


Ahora no exigiremos que al comienzo el carro se encuentre 
obligatoriamente frente 'a una de las células extremas del 
juego, como en los problemas 1 y 1”. Limitémonos a la exige- 
nica de que en el estado inicial el carro observe una de las 
células del juego, 

Problema 2 (enunciación larga). Se requiere escribir el 
programa para la máquina de Post que posea la siguiente 





FIG. 17 


propiedad. Cualquiera que sea el numero n, si el estado inicial 
de la máquina de Post es tal, que en la cinta hay registro de 
máquina del número n (mientras que la cinta restante está 
vacía) y el carro se encuentra frente a una de las células del 
registro, entonces la ejecución del programa debe llevar a la 
parada de resultados, después de lo cual en la cinta (en un 
sitio arbitrario) debe ser registrado el número n + 1 (en tanto 
que la cinta restante debe estar vacía), con la particularidad 
de que el carro puede encontrarse dondequiera. 

esignemos por B, el conjunto de todos aquellos estados de 
la máquina de Post, en cada uno de los cuales vienen marcadas 
en la cinta exactamente n + 1 células, mientras que el carro 
está frente a una de las células marcadas. Es evidente, que la 
clase B, es una parte de la clase E, y la primera contjene en 
calidad de parte integrante la clase A,. En la fig. 17 se expo- 
nen varios estados de la clase B, y en la fig. 18, la vista gene- 
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ral del estado de la clase B,. En este caso, obtendremos la 
siguiente enunciación corta del problema 2 

Problema 2 (enunciación corta). Escribir tal programa para 
la máquina de Post que para cualquier n, siendo aplicado al 
estado arbitrario de la clase B,, da la parada de resultados 
en cierto estado de la clase En. 

Es evidente, que cada solución del problema 2 será simul- 
táneamente también la solución del problema 1 y del pro- 
blema 1'. Al mismo tiempo existen soluciones del problema 1 
que no sirven para el problema 2. Tales son, por ejemplo, los 





n'células  n"células 


PAZ 
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a 


FIG. 18. Vista general del estado de la clase Bn. Aquí n' > 0, 1” >0, 
n+.n=n 





programas I, y 1. Para el problema 2, como también para el 1, 
existe un conjunto infinito de programas que son su solución, 
Como antes, nos interesarán los programas más cortos, Se 
puede demostrar (recomendamos al lector que lo haga) que 
ningún programa de la longitud 1, 2 6 3 puede ser la solución 
del problema 2. Al mismo tiempo se pueden obtener solucio- 
nes del problema 2 de la longitud 4. He ahí una de ellas: 


Programa !, 
1, 2 3. Y4 
4. stop. 


3 
Z 
2, a 


Ejercicio 1. Hallen dos soluciones más del problema 2, 
que tengan la longitud 4 y contengan una instrucción de movi- 
miento a la izquierda. Verifiquen que cada solución de las 
halladas por Uds. contiene la instrucción de impresión de la 
marca, la de salto del control y la de paráda. 
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Ejercicio 2. Demuestren que además del programa II, 
existen aún exactamente once (1lz, Ilz, . . .. 11,2) soluciones 
del problema 2 que tienen la longitud 4 y contienen la instruc- 
ción de movimiento a la izquierda. Apunten estas soluciones. 

Ejercicio 3. Comprueben que los programas 11/, II, ... 
+ » -» 11;, que se obtienen de los programas IL,, 1lz, . . ., 1ja 
mediante el cambio del signo <= por el > también son solu- 
ciones del problema 2. Demuestren que los programas 1],, 
Ma, «+ +» Mya, 1, 1, - . .. 11;, agotan todas las soluciones del 
problema 2 de la longitud 4. 

Ahora, examinemos aquellos estados iniciales en los cuales 
el carro mantiene en el campo visual no cualquiera de las célu- 
las del juego inicial, sino que cierta célula vacía. Con ello, 








k celulas 


o 


mM netcélulas 
FIG. 19. Vista general del estado de la clase C,. Aquí k > 0 





supondremos, que es sabido con anterioridad, que el carro se 
encuentra a la izquierda o a la derecha del juego inicial. 
Las palabras «es sabido con anterioridad» significan que se 
exige hallar no un programa único, que trabaja en todos los 
casos, sino que dos programas, uno de jos cuales trabaja en el 
caso, si el carro inicialmente se encuentra a la izquierda del 
juego, mientras que el otro, en el caso, cuando el carro al 
principio está a la derecha del juego. Por lo tanto, tenemos 
aquí no sólo uno, sino que dos problemas. Para obtener en 
seguida las enunciaciones cortas de estos problemas, introduz- 
camos las siguientes designaciones. Designemos por Ch el 
conjunto de todos aquellos estados de la clase E, en los cuales 
el carro se encuentra a la izquierda del juego, y por C;, el 
conjunto de todos Jos aquellos estados de la clase En, en los 
cuales el carro está a la derecha de] juego. En la fig. 19 se 
muestra la vista genera) del estado de la clase C,, en tanto 
que en la fig. 20, la vista general del estado de la clase Ch. 

Problema 3 (enunciación corta). Escribir tal programa para 
la máquina de Post que para cualquier n, siendo aplicado al 
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estado arbitrario de la clase C,, da la parada de resultados en 
cierto estado de la clase Ep +3. 

Problema 3' (enunciación corta). Escribir tal programa pa- 
ra la máquina de Post que para cualquier a, siendo aplicado 
al estado arbitrario de la clase C;, da la parada de resultados 
en cierto estado de la clase En. 

Es evidente, que cada programa que es la solución del pro- 
blema 3 puede ser convertido en la solución del problema 3”, 





x células 
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OM TG ATT 
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FIG. 20. Vista general del estado de la clase Cf. Aquí k >0 





si cambiamos en todas partes el signo =- por el <=, mientras 
que el signo <=, por el >. Mediante la misma operación cual- 
quiera solución del prblema 3” se transforma en la solución 
del problema 3. Por lo tanto, es suficiente resolver sólo uno 
de estos problemas. He aquí una de las soluciones del pro- 
blema 3: 

Programa 111 


1. =>2 3. +4 
4. V5 


1 
/ 
Le 53 5. stop. 
Intenten demostrar que el problema 3 no tiene soluciones 


más cortas. ¿Cuántas soluciones de este problema existen de 
la longitud 5? 





$ 4. ADICIÓN DE LA UNIDAD EN UN CASO AÚN 
MÁS COMPLICADO 


En este párralo examinaremos en calidad de clase de los 
estados iniciales (de partida) la unión de todas las clases Bp, Cp, 
B1, Ci, Ba, Co, B3, Ca, - . - del párrafo anterior. Por consi- 
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guiente, esta clase será compuesta de todos aquellos, y sólo 
de aquellos, estados de la máquina, en cada uno de los cuales 
el carro se encuentra ora frente a cierta célula del juego ini- 
cial, ora a la izquierda del juego. 

Designemos por D, el conjunto de todos aquellos estados de 
la clase E,,, en los cuales la célula observada por el carro bien 
esté marcada, o bien esté dispuesta a la izquierda de todas las 
células marcadas. Por lo visto, para cada n la clase D es la 
unión de las clases Bn y Cn. 

Problema 4. Escribir tal programa para la máquina de 
Post que para cualquier n, siendo aplicado al estado arbitrario 
de la clase D,, da la parada de resultados en cierto estado de 
la clase En+1» 

El problema 4 puede ser reducido a los 2 y 3, es decir, se 
puede indicar el procedimiento de cómo, partiendo de las 
soluciones arbitrarias de los problemas 2 y 3, se obtiene cierta 
solución del problema 4. Indiquemos tal procedimiento. 
Sea E la lista arbitraria de las instrucciones de la máquina de 
Post, mientras que k, un número entero arbitrario. Designare- 
mos por E [+] la lista obtenida de E mediante la adición 
del número £ a todos los números y a todos los saltos en las 
instrucciones de E. Por ejemplo, 1, [ + 7] es semejante lista: 


8. <= 9 

9. Y 10 

10. stop. 
Ahora, sea 11 un programa arbitrario, que es la solución del 
problema 2, en tanto que 111, un programa arbitrario, que es 


la solución del problema 3. Sea 1 la longitud del programa II. 
Ahora, compongamos la siguiente lista de las instrucciones: 


1142 141 
Na MI+1+0 


Es fácil verificar que esta lista de instrucciones es el programa 
para la máquina de Post, con la particularidad de que es un 
programa que satisface las condiciones del probiema 4. En 
efecto, cualquier estado de la clase D, pertenece ora a Bn, 
ora a C,. En el primer caso «se pone en funcionamiento» la 
lista II [+1] y en el segundo, la lista II [+ 1 + 1. 


1 
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Sin embargo, el procedimiento expuesto no está obligado 
a presentar (y, como lo veremos ahora, en realidad no presen- 
ta) la solución más corta del problema 4, incluso, partiendo 
de las soluciones más cortas de los problemas 2 y 3. Veamos 
qué se obtendrá, si aplicamos este procedimiento a los pro- 
gramas Il, y III. Obtendremos semejante solución del pro- 
blema 4: 

Programa IV? 


xs 
6 
ez 1 
Se 

4 

./ 
3 So 8. =9 


4. V5 9. Y10 
5. stop 10. stop. 


Está claro, que este programa puede ser reducido, sin 
cambiar con ello el trabajo que éste realiza, uniendo dos ins- 
trucciones de parada en una sola, o bien, como diremos, sobre- 
poniendo una de estas instrucciones en la otra. Es más fácil 
sobreponer la instrucción N? 5 en la N* 10, Para ello, es suficien- 
te sustituir el salto 10 en todas las instrucciones, donde 
éste se encuentra (en nuestro caso sólo en la instrucción N* 9) 
por el salto 5 y, luego, tachar la instrucción N? 105). 

Obtendremos el programa IV?, en el cual ahora se puede 
sobreponer la instrucción N? 4en la N*9. Para ello, es suficiente 
sustituir el salto 9 en la instrucción N 8 por el salto 4, y, luego, 
tachar la instrucción N” 9. Después de las dos superposiciones 
efectuadas obtendremos una nueva solución del problema 4 
en forma del programa IV*, 


1) Si quisiésemos sobreponer la instrucción N* 10 
en la N” 5 hubiéramos tenido que sustituir el salto 5 por el 10 en todas 
las instrucciones, donde éste se encuentra (en el caso dado en la instruc- 
ción N” 4), luego, tachar la instrucción N” 5, después de lo que dis- 
minuir cn 1 todos los números de las instrucciones, que siguen la ta» 
chada, y todos los saltos, que coinciden con estos números. 
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Programa IV* 


6 
e Ea 5. stop 


“Si 
2. 3 6. >7 
lá 
3. >/ 7. >/ 
g Se 


4. V5 8 =4 


Observación. En el caso general la superposición (en dicho 
programa) de la instrucción N? f en la instrucción Nu consiste 
en el cumplimiento consecutivo de tres operaciones. En pri- 
mer lugar, por doquier el salto « se cambia por el $; en segundo 
lugar, la instrucción N? a se tacha; en tercer lugar, en todas las 
instrucciones de la lista creada los números Y + 1, a +2, 
a +3, ... (que pueden ser tanto números, como saltos) se 
cambian por a, a +1, a -+2, ..., respectivamente. Si las 
instrucciones N? a y N? B coincidieron en todo, salvo sus núme- 
ros, entonces el programa creado, después de sobreponer la 
instrucción $ en la instrucción a, y el programa inicial van 
a «funcionar del mismo modo en absoluto». Las palabras pues- 
tas en la frase anterior entre comillas se precisan del modo 
siguiente. Tomemos dos ejemplares de la máquina de Post, 
pongamos cada uno de éstos en cierto—el mismo para ambas 
máquinas—estado inicial y obliguemos a trabajar la primera 
máquina según cierto programa A, mientras que la segunda, 
siguiendo otro programa B. Suponiendo que las máquinas 
funcionan sincrónicamente, compararemos los estados de la 
primera y de la segunda máquina que surgen simultáneamente. 
En el momento inicial estos estados coinciden según el plantea- 
miento, Puede ocurrir que éstos también coinciden en todos 
los momentos ulteriores, con la particularidad de que la 
parada de cada máquina sucede—si esto tiene lugar en gene- 
ral—simultáneamente con la parada de la otra máquina y posee 
la misma cualidad (es decir, ora esta parada es en ambas 
máquinas de resultados, ora en ambas máquinas, sin resulta- 
dos). Si el caso descrito se efectúa para cualquier estado inicial, 
que es general para ambas máquinas, entonces es cuando 
diremos que los programas A y B trabajan de modo en absoluto 
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igual. En términos generales, A y B funcionan absolutamente 
igual, si para cualquier m al transcurrir m pasos del trabajo 
del programa A surge el mismo estado que después de tn 
pasos del trabajo del programa B, a condición de que esto fue 
justo para m=0, es decir, en el mismo comienzo del funcio- 
namiento. He aquí ejemplos de los programas que trabajan de 
modo igual: a) I, y Ia; b) 1; y Iz; c) IVY y IV? 

Ahora veamos si se puede o no reducir también el progra- 
ma 1V*, En éste no hay dos instrucciones que se distingan 
sólo por los números, por este motivo el procedimiento de 
superposición aquí puede llevar, hablando en general, al 
programa que no trabajará de modo absolutamente igual que 
el inicial. Pero a pesar de todo, el programa IV? también 
puede ser reducido recurriendo al método de superposición. 

Con este fin, compararemosl as instrucciones N* 8 y N? 2. 
Éstas no pueden ser reunidas en una sola, ya que tienen diver- 
sos saltos. No obstante, resulta que la instrucción N? 2 pueda, 
en cierto sentido, tomar en sí funciones de la instrucción N* 8 
(y, por esta razón, asimilar la última). 

En efecto, sea que en cierta etapa del trabajo del programa 
tengamos que cumplir la instrucción N” 8. Supongamos que la 
célula, dispuesta directamentea la izquierda de la que se obser- 
va, en el momento examinado, por el carro, está vacía. En 
este caso, la instrucción N? 8 desplazará el carro a esta célula 
vacía, después de lo cual la instrucción N? 4 la marcará. Si 
en lugar de la instrucción N? 8. empezamos por cumplir la 
instrucción N? 2, sucederá lo siguiente: la instrucción N* 2 
desplazará el carro a aquella misma célula vacía, la instrucción 
N? 3 obligará a la máquina a realizar un «paso sin moverse», 
después de lo que de nuevo se pondrá en funcionamiento la 
instrucción N* 4. Veamos qué sucederá si la célula, dispuesta 
directamente a la izquierda de la observada, no está vacía, 
sino marcada. Si es así, en el primer caso (es decir, después 
del cumplimiento de la instrucción N? 8) transcurrirá la parada 
sin resultados, mientras que en el segundo caso (es decir, una 
vez ejecutada la instrucción N? 2) la misma no tendrá lugar. 

El razonamiento realizado muestra que si el cumplimiento 
sucesivo de las instrucciones N*8 y N? 4 nolleva a la parada sin 
resultados, éste puede ser cambiado por la ejecución de las 
instrucciones N* N? 2, 3 y 4 (mientras que el cambio recíproco 
puede, hablando en general, transiormar sustancialmente el 
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trabajo del programa: el cumplimiento de las instrucciones 
N? NÍ 2, 3 y 4 nunca lleva a la parada sin resultados, pero al 
cambiar esta ejecución por el cumplimiento de las instruccio- 
nes N? N? 8 y 4 puede surgir la parada sin resultados). Por esta 
razón, si nos limitamos a tales estados iniciales para los cua- 
les al cumplir el programa IV* es imposible la parada sin 
resultados (entre ellos figuran a ciencia cierta todos los estados 
de Dr, donde n =0, 1, 2, .. .»), entonces el programa IV? 
obtenido al sobreponer la instrucción N? 2 en la instrucción N*8 
también será la solución del problema 4. He aqui este pro- 
grama: 
Programa 1V? 


6 4 6 
HE HE mn Y 
lx Y 8. Y 5 5. stop Mos Sos 


2 «3 4 V5  8.=>7 


Ejercicio. ¿Trabajarán de modo absolutamente igual o no 
los programas 1V* y IV?? 

Al efectuar en el programa IV? la asimilación de la instruc- 
ción N? 7 por la N* 1 obtendremos el siguiente programa 1V': 

Programa 1V* 


LA sl 
a SS 


238 4 V5  6=>7. 


Puesto que los programas 1V? y IV* funcionan de modo 
absolutamente igual, entonces el programa IV”, así como 
IV?, será la solución del problema 4. Intenten demostrar que 
el problema 4 no tiene soluciones más cortas. 

De modo completamente análogo se soluciona el problema 
sobre la adición de la unidad para los estados iniciales, en los 
cuales la célula observada ora está marcada, ora se encuentra 
a la derecha del juego marcado. La solución del correspondien- 
te problema —lo llamaremos problema 4'— puede ser obtenida, 


5. stop 





1) Efectivamente, el programa 1V8 siendo aplicado 
a estos estados lleva a la parada de resultados. 
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cambiando en la solución arbitraria del problema 4 todos los 
signos => por <=, mientras que los signos <= por =>. 

Si designamos por Ds el conjunto de todos aquellos estados 
de Es, en los cuales el carro se encuentra ya sea en el juego, 
o bien a la derecha de éste, se puede notar que —para cada 
n—la clase £,, es la unión de las clases D; y Dn, mientras que 
la clase B,, la intersección de estas clases. En símbolos se 
anota así: 


D.UDR=En D,ND¡=Bn. 





$ 5. ADICIÓN DE LA UNIDAD EN EL CASO MÁS GENERAL 
 _ _ a _—— 

Ahora no pondremos ningunas limitaciones sobre la dis- 
posición recíproca del carro y del registro de máquina del 
número en el estado inicial. Por consiguiente, se exige elaborar 
el programa que realice la adición de la unidad a condición de 
que el registro del número inicial se encuentra en una sección 
arbitraria de la cinta y el carro está parado por doquier. El 
requisito respectivo se enuncia en el problema 5. 

Problema 5. Escribir tal programa para la máquina de 
Post que para cualquier n, siendo aplicado al estado arbitrario 
de la clase E,,, da da parada de resultados en cierto estado de 
la clase En). 

Es evidente, que cualquier programa que es la solución del 
problema 5, servirá al mismo tiempo como solución de cada 
tuno de los problemas anteriores. Sin embargo, ni una sola 
de las soluciones expuestas antes de los problemas 1, 1”, 2, 3, 
3”, 4 y 4' son soluciones del problema 5 (verifíquenlo). 

Los estados iniciales para el problema 5 se ofrecen en Jas 
figuras 18, 19 y 20: efectivamente, cualquier estado de E 
pertenece ora a B,,, ora a C,,, ora a Cr. Sin embargo, ahora hay 
que elaborar un programa unificado que conduzca al objetivo 
para cada uno de Jos aspectos del estado inicial mostrados en 
las figuras 18, 19 y 20. Intenten hallar semejante programa 
por su cuenta. Verán que esto no es tan fácil. ¿Puede ser que 
el programa requerido no exista en absoluto? En este caso 
intenten demostrar que éste no existe. La respuesta a la cues- 
tión de si tiene o no el problema 5 solución será dada en el 
siguiente capítulo. 
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CAPÍTULO III. ANÁLISIS Y SÍNTESIS 
DE LOS PROGRAMAS PARA 
LA MÁQUINA DE POST 





En los capítulos anteriores ya hemos tropezado tanto con el 
problema de síntesis de los programas (que consiste en la 
elaboración de los programas que realizan operaciones prefi- 
jadas), como también con el problema de análisis (que consiste 
en la descripción de aquellas transformaciones que efectúan 
ros programas). En el presente capítulo estos problemas se 
lesolverán para situaciones más complicadas e interesantes: 
el análisis de los programas se examinará con motivo de un 
problema que quedó sin resolver en el capítulo anterior, mien- 
tras que lasíntesis, en relación al problema acerca de la adición 
de los números. 





$ l. DIAGRAMAS Y ESQUEMAS SINÓPTICOS 


(x_IEAAM _EE-AAAIíáITT> mM A 


Los programas con los que tropezamos en los dos capítulos 
anteriores, dedicados a la máquina de Post, eran sencillos. 

Por esta razón, pudimos sin dificultad tanto analizar el 
programa prefijado, es decir, comprender como éste trabaja, 
como también sintetizar el programa necesario, es decir, 
componerlo con las propiedades requeridas. 

Pero, supongamos que está dado un programa un poco más 
complicado, por ejemplo, el siguiente: 


Programa V 
ñ ¿ 
LO A O al 
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5 23 
10. Yi 14. > 18.8 16 21. > 
y N13 , Na 


ll. >12 15, >16 19. =20 22. £ 20 


3 
12.>/ y MIT 20.821 23, stop, 


¿Cómo analizar este programa? 

Procedamos así: dividiremos nuestro programa en partes 
(que llamaremos bloques) e intentaremos llegar a comprender 
cómo funciona cada bloque por separado y cómo los bloques 
independientes interaccionanentre sí. Para hallar una división 
cómoda del programa V en bloques, compongamos el lla- 
mado diagrama de este programa. 

En el diagrama del programa las instrucciones se represen- 
tan por círculos, mientras que las transiciones de una instruc- 
ción a otra, por saetas. Para trazar el diagrama del progra- 
ma V, dibujaremos 23 círculos, anotándolos con los números 
de l a 23. Tracemos desde el círculo N? ¿ hacia el círculo N? j 
una saeta si, y sólo si, la ¿-ésima instrucción (es decir, la del 
número ¿) tiene salto igual af. En particular, si la ¿-ésima 
instrucción es la de parada, entonces del ¿-ésimo círculo no 
saldrá saeta alguna, mientras que si la ¿-ésima instrucción 
es la de salto de control, entonces desde el ¿-ésimo círculo sal» 
drán dos saetas: una hacia el círculo, que corresponde al salto 
superior de la instrucción, y la segunda hacia el que corres- 
ponde al salto inferior. En este caso, todo nuestro programa 
se representará por Ja figura que se ofrece en la fig. 21. Deno- 
minaremos esta figura diagrama del programa V y los círculos 
que lo componen, nudos del diagrama. 

Mediante el procedimiento expuesto puede trazarse el 
diagrama para cualquier programa. El cambio consecutivo 
de las instrucciones a ejecutar en dicho programa se ilustra 
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con evidencia avanzando por el diagrama de este programa en 
la dirección indicada por las saetas. 

Ahora, dividiremos nuestro programa V en grupos de 
instrucciones, es decir, bloques. Por esta misma razón, en blo- 
ques (grupos de nudos) también será dividido el programa. Es 
más evidente prefijar la división en bloques precisamente como 
división del diagrama. 

Para nuestras finalidades de análisis del programa V es más 
cómodo dividir el diagrama mostrado en la fig. 21 y junto con 








FIG. 21 





éste también el propio programa V en los siguientes ocho 
bloques: 

1-er bloque, lo llamaremos «bloque del comienzo», consta 
de los nudos (instrucciones) NON? 1, 2, 3 y 4; 

2-do bloque, lo llamaremos «bloque de comprobación a la 
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izquierda», consta de los nudos (instrucciones) NON? 5, 6 y 7: 
3-er bloque, lo llamaremos «bloque de movimiento a la 
derecha», consta de los nudos (instrucciones) N*“N* 8 y 9, 
4-to bloque, lo i¡lamaremos «bloque de comprobación a la 
derecha», consta de los nudos (instrucciones) N9N? 10, 11 y 12; 
5-to bloque, lo llamaremos «bloque de movimiento a la 
izquierda», consta de los nudos (instrucciones) N%N? 13 y 14; 








7 
Gomienzo 
















2 Compro 
¡dación a la 5 

izquierda Vaciado a lo] 
derecha 


7 
Vactado a la] 
saquíerda 








4 Compro 
bación a la 
derecha 














$ Movimien 
toala 
szquierdo 


FIG. 22 


6-to bloque, lo llamaremos «bloque de vaciado a la derecha», 
consta de los nudos (instrucciones) N*N? 15, 16, 17 y 18; 

Med Lol lo llamaremos «bloque de vaciado a la izquier- 
da», consta de los nudos (instrucciones) NN? 19, 20, 21 y 22; 

8-v0 bloque, lo llamaremos «bloque de parada», consta del 
nudo (instrucción) N* 23. 

Para cada división del programa prefijado en bioques puede 
ser trazado el llamado esquema sinóptico (en bloques) de dicho 
programa. Para ello, es preciso representar cada bloque en 
forma de un rectángulo y trazar del rectángulo, que represen- 
ta el bloque a, al que representa el bloque P tal cantidad de 
saetas, cuantas salen de los nudos del bloque a a los nudos del 
bloque f. El esquema sinóptico del programa V, para la dívi- 
sión en bloques elegida por nosotros, se ofrece en la fig. 22 
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(dentro de cada rectángulo están inscritos el número y la 
denominación del bloque correspondiente). 

Teniendo ante nosotros el esquema sinóptico de cierto pro- 
grama, podemos imaginarnos con evidencia su funcionamien- 
to en forma de la ejecución consecutiva de las instrucciones de 
uno u otro bloque. El bloque que contiene la instrucción N? 1 
lo denominaremos inicial o de comienzo, mientras que el blo- 
que que contiene la instrucción de parada, final; a fin de 
simplificar consideraremos que el bloque final no contiene na- 
da más. En vez de mencionar la «ejecución de las instrucciones 
del bloque prefijado» convengamos decir, para brevedad, 
simplemente «ejecución del bloque prefijado». En primer 
lugar siempre se ejecutará el bloque de comienzo. 

Durante la ejecución de cierto bloque, que no sea el final, 
pueden tener lugar tres casos: 1) en el tiempo de ejecución del 
bloque sucederá una parada sin resultados; 2) la ejecución del 
bloque nunca terminará, es decir, cada vez después de cum- 
plir cierta instrucción habremos de ejecutar de nuevo la 
instrucción del mismo bloque; 3) el cumplimiento del bloque 
culminará, es decir, una vez Sr cierta instrucción ha- 
bremos de pasar al cumplimiento de alguna instrucción de otro 
bloque. Hablando brevemente, al caer en el bloque que no es 
final, ora nos «atascaremos» en éste para siempre, ora por una 
de las saetas que parten de él llegaremos a otro bloque del 
sistema. 

A veces, se puede en seguida, ateniéndose al aspecto del 
diagrama destacar algunos bloques, en los cuales a ciencia 
cierta es imposible atascarse (claro está excluyendo el caso de 
una parada sin resultados que puede suceder en cualquier 
momento). Para el esquema sinóptico mostrado en la fig. 22 
tales serán, como se infiere del diagrama en la fig. 21, Jos 
bloques 2-do y 4-to. Por esta razón, el cumplimiento del pro- 
grama V se efectuará del modo siguiente: en primer lugar se 
ejecuta el 1-er bloque; su cumplimiento nunca finaliza, o bien 
culmina y en este caso se ejecuta el 2-do bloque. La ejecución 
del 2-do bloque tiene fin sin falta y después de él se ejecuta ora 
el 3-er bloque, ora el 6-to; detrás del 3-ro (si su cumplimiento 
culmina) va el 4-to; después del 4-to ora el 5-to, ora el 7-mo; 
tras del 5-to (si su ejecución culmina) va el 2-do; después del 
2-do de nuevo ora el 3-ro, ora el 6-to; etc. El cumplimiento del 
bloque 6-to (así como también del 7-mo) puede tener fin, pero 
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tamb ién|['no tenerlo, en caso de que lo tenga, se cumple el 
8-vo bloque y la máquina 'sefpara. 

Ahora, por fin, podemos resolver paranuestro programa el 
problema del análisis. Con ello, nos limitamos al caso cuando 
el estado inicial pertenece (para cierto n) a la clase E,. Con 
ayuda del esquema sinóptico en el siguiente párrafo se mos- 
trará que aplicando a tal estado inicial el programa lleva a la 
parada, de resultados en el estado de la clase En+1- 

De este mismo modo se resuelve el siguiente problema gene- 
ral acerca de la adición de la unidad (planteado en el párrafo 5 
del capítulo anterior): 

escribir tal programa para la máquina de Post que para 
cualquier n, siendo aplicado al estado arbitrario de E, (toma- 
do en calidad de inicial), da una parada de resultados en cierto 
estado de la clase En+1- 

Precisamente el programa V de la longitud 23 resulta ser 
la solución de este problema. El autor no ha conseguido ela- 
borar un/programa más corto que sirviera de solución del mismo 
problema. Además, el autor no sabe cómo demostrar que el 
programa hallado es el más corto de los posibles. ¿Pueda ser 
que alguno de los lectores consiguiera hacer lo uno o lo otro? 





$ 2. ANÁLISIS DEL PROGRAMA DE ADICIÓN 
DE LA UNIDAD 





Pues bien, pasemos al análisis del programa V del $ 1, es decir, 
a la aclaración de cómo éste funciona. Como hemos acordado, en cali- 
dad de estado inicial elegimos cierto estado que pertenece a una de las 
clases En (1 = 0, 1, 2, - » :). Designemos por H, la clase de aquellos 
estados de la clase E,, para la cual tanto la célula observada, como 
su vecina a la derecha están vacías. 

Comencemos a ejecutar el programa V. Al peinclpto se cumple el 
primer bloque. Ahora mostremos que su cumplimiento tiene fín (es 
decir, tiene salida al segundo bloque); simultáneamente veremos qué 
estado de la máquina surgirá después de su ejecución. Examinaremos 
tres casos. 

Caso 1. En el estado inicial tanto la célula observada, como la 
vecina de ésta a la izquierda están vacías. En este caso, se ponen en 
funcionamiento sucesivamente las instrucciones NON? 1, 2 y 4, des- 
pués de lo que la ejecución del bloque culminará, con la particulari- 
dad de que la máquina llegará al estado de la clase Hp. 

Caso 2. En el estado inicial la célula observada está vacía, pero 
su vecina izquierda viene marcada. Esto significa que el juego de la 
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longitud n + 1, que es el que nos interesa, se encuentra a la izquierda 
de la célula observada y, por consiguiente, todas las células a la de- 
recha de ésta están vacias. En este caso, se ponen en funcionamiento 
de forma consecutiva las instrucciones NON? T, 2, 4, 3 y 4, después de 
lo que culminará el cumplimiento del bloque, con la' particularidad 
de que la máquina llegará al estado de la clase H,. 

Caso 3. En el estado inicial la célula observada está marcada. Esto 
Ad que el carro se encuentra exactamente frente a una de las 
células de nuestro juego de la longitud n + 1; sea que aquél se encuen= 
tra en la k-ésima célula a la derecha de este juego. En este caso, fun- 
cionarán las instrucciones NON? 1, 3, 4,3, 4, 3, 4, . . ., con la parti- 
cularidad de que la ejecución del par de instrucciones NON? 3 y 4 





=3-2-101234 


FIG. 23 


transcurrirá exactamente k veces hasta que el carro vaya a parar a la 

rimera célula vacía a la derecha; después de esto la ejecución del 
Bloque culminará y la máquina se encontrará en uno de los estados de 
la clase Hp. 

Así pues, para cualquier estado de la clase En que se aplique el 
programa V, la ejecución del primer bloque tendrá fin, después de lo 
que la máquina se encontrará en uno de los estados de la clase Hp. 

Por esta razón, para realizar nuestro objetivo (que consiste en 
establecer que el programa V es la solución del problema general acerca 
de la adición de la unidad) es suficiente demostrar que aplicando este 
programa, a partir del 2-do bloque, al estado arbitrario de la clase H,,, 
obtendremos, tarde o temprano, la parada de resultados en el estado 
de la clase En 41- Ahora vamos a demostrar este hecho. 

De ese modo, sea que la máquina esté en cierto estado de la clase 
H. Fijemos este estado, es decir, designémoslo por +. Sabernos que en 
la cinta está introducido el «sistema de coordenadas de números ente- 
ros», de acuerdo con el cual las células de la cinta están numeradas 
con números enteros. Olvidemos este eviejo» sistema de coordenadas 
e introduzcamos el siguiente, nuevo (también de números enteros): 
numeremos con el número O la célula observada en el estado h; las 
céjulas que se encuentran a la de a la izquierda de ésta, con los 
números +1, 42, 43, ... (fig. 23). Subraycmos que este sistema de 
coordenadas depende del estado h de H, examinado por nosotros. En 
este caso, el juego que sirve como registro del número n se dispone en 
las células con los números m, m4 1, ..., m-+n, donde m es 
cierto número positivo o negativo. Las células con los números O y 1 
están a todas luces vacías. Por este motivo ora m + n < 0, oram < 1. 
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Designemos por H3* aquel estado de la máquina, para el cual vie- 
nen marcadas las células con los números m, mA 1, ..., mon y 
sólo éstas, mientras que el carro se encuentra frente a la célula N? O. 
En este caso, la clase de los estados ff, consta de los estados H7?, donde 
ora m+n<0, ora m > l, es decir, de los estados 

a) HPA, HN, HA 

D) Hñs Há, His o. 
La vista general de estos estados se muestrá en la fig. 24. Nuestro 
estada inicial h es una de estos estados HP. 


Por consiguiente, necesitamos demostrar que bajo la acción del 
programa, a partir del 2-do bloque, cada uno de los estados Hf?, donde 
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FIG. 24. Estado H'A: a) para m4 n <0; b) para m >1 





oram + n<0, ora m > ], pasa de la parada de resultados al estado 
de la clase E, +1. Ahora estableceremos esto, observando qué cambios 
sufre el estado HIP al ejecutar consecutivamente los bloques del pro- 
grama. 

Con este fin introduzcamos varias designaciones. Sea que los 
números enteros m, n, p y q satisfagan las siguientes tres condiciones: 
1D)r<q 2 n >0;3) ora m-+ n< p, ora m >q. Por WIR (p, q) de- 
signemos la clase de todos aquellos estados de la máquina de Post que 
satisfacen las siguientes dos condiciones: 1) las células con los números 
P y q están vacías, mientras que todas las células entre ellas vienen 
marcadas; 2) las células con los números (m.— 1) y (m + n +4 1) están 
vacías, en tanto que todas Jas células entre ellas están marcadas. 

La vista gerieral de los estados de la clase WI? (p, g) viene expues- 
ta en la fig. 25. Designemos por RF (p, q) aquel estado de la clase 
wWx* (p, q), en el cual el carro se encuentre frente a la célula con el 
número p, mientras que por SP? (p, q), aquel estado de la clase WHY (p, 9) 
en el cual el carro está frente a la célula con el número q. 

Mediante la comprobación directa, pueden establecerse las si- 
guientes afirmaciones: 

12, HR = RECO, D. 


22, Si, antes de comenzar el funcionamiento del segundo bloque, 
el estado de la máquina de Post era RR (x, y), además, x— | 
s m-+ n, entonces tuna vez ejecutado el 2-do bloque el estado de la 
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máquina será RE (x— l, y) y, a conlinuación, deberá ejecutarse el 
3-er bloque. 

3, Si, antes del comienzo del funcionamiento del 3-er pogo el 
estado de la máquina de Post era RP (x, y), la ejecución de este bloque 
culminará, después de Jo que el estado de la máquina de Post será 
SF Ax y). 

"48, Si, antes de comenzar el funcionamiento del 4-to bloque, el 
estado de la máquina de Post era SB (x, y), además, y + 14m, en- 
tonces después de ejecutar este bloque el estado de la máquina será 
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FIG. 25. El estado de la clase WX (p, y) tiene uno de los siguentes 
aspectos; a) (para m + n < p) obien b) (para m > q); el carro puede 
encontrarse dondequiera 





Si (x, y +0 y, a continuación, deberá ejecutarse el quinto bloque. 
5%, Si, antes del comienzo del funcionamiento del 5-to bloque, el 
estado de la máquina de Post era SF (x, y), la ejecución de este blo- 
que pedra tin. después de lo que el estado de la máquina será 
o Y). 

Representaremos de manera simbólica la ejecución del bloque por 
un rectángulo con cl número del mismo ubicado en su interior; los 
estados antecedentes a la ejecución del bloque y los que surgen a re- 
sultas de esta ejecución los escribiremos de moda contigua a la izquier- 
da y a la derecha del rectángulo correspondiente. Entonces, a base 
de las afirmaciones 1% ... 5%, ol trabajo de la máquina de Post, 
pracedente del estado II y que cumple nuestro programa, a partir 
del 2-do bloque, se puede representar mediante la siguiente sucesión: 


ER =RZ(0, 1) [2] RE(—4, 1) la] Se(—=1. 1 

| sp(=1.2 El RE (—1, 2) [ll RE (2, 2) 
[5] Sp (—2, 2) E] sea, a [5] rea, a 
El RAS) 
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Esta sucesión continúa hasta que llegue a uno de los dos siguientes 
acontecimientos. 

Primer acontecimiento, En cierto instante de tiempo, antes de 
comenzar el trabajo del 2-do bloque (puede ser, en particular, en el 
mismo inicio), el estado de la máquina resulta ser tal RP (x, y) que 
—l=m-n 

Segundo acontecimiento. En algún instante de tiempo, antes de 
que comience el funcionamiento del 4-to bloque, el estado de la má- 
quina resulta ser tal SR (x, y) que y + 1= m 

Notemos, que uno de estos acontecimientos ocurrirá sin falta (pre- 
gunta al lector: ¿porqué?). 

Examinemos cada uno de estos acontecimientos por separada. 

Primer acontecimiento, Sea que cuando comenzó a funcionar 
el 2-do bloque el estado de la máquina es RP (x, y), donde x— | = 
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FIG. 26. Aquí se muestra el estado RA, (para m-+ n +1, y) 
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FIG. 27. He aquí el estado que surge, si el 20 bloque se aplica al esta 
do que viene representado en la fig. 26 
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PIG. 28. He aquí el estado que surge una vez cumplido el 60 bloque, 
aplicado «al estado expuesto en la fig. 27. A continuación, en este 
estado se realizará una parada de resultados 














= m-+ n. Este estado se ofrece en la fig. 26. Una vez ejecutado el 
2-do bloque surge el estado mostrado en la fig. 27. La útlima instrue- 
ción del 2-do bloque —la instrucción N* 7— «transmite el control» 
al 6-to bloque, es decir, precisamente e] 6-to bloque deberá ejecutarse 
ahora. Es fácil de verificar que el cumplimiento del 6-to bloque culmí- 
nará y después de esto surgirá el estado ofrecido en la fig. 28. A este 
estado se aplicará el 8-va bloque que llevará a la parada de resultados 
en esta posición. 
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Segundo acontecimiento. Sea que para el comienzo del funciona- 
miento del 4-to bloque el estado de la máquina es SR (x, 41), donde 
4 + 1= m. Este estado viene expuesto en la fig. 29. Es fácil de com- 

robar que una vez culminado el 4-to bloque se ejecntará el 7-mo y, 
uego, el 8-v0, que llevará a la parada de resultados en el estado ofre- 
cido en la fig. 30. 
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FIG. 29. Aquí se ofrece el estado SR (x, m — 1) 
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FIG. 30. En este estado ocurrirá una parada de resultados después 
de ejecutar los bloques 40,70 y 80 (conforme al estado que se muestra 
en la fig. 29) 





Nos queda notar que tanto el estado de la fig. 28, como también 
el de la fig. 30 pertenecen a la clase En+1. Por lo tanto, en cualquiera 
de los dos posibles casas el trabajo de la máquina terminará por una 

arada de resultados con el surgimiento del estado de la clase Ep+1, 
o que se pretendía demostrar. 





$ 3. UNA VEZ MÁS SOBRE EL PROBLEMA DE ADICIÓN 
DE LA UNIDAD 





Así pues, el problema general acerca de la adición de la unidad 
está resuelto. Ahora, analizaremos su solución. Desde luego, el lec- 
tor estará de acuerdo con que la dificultad fundamental, que surge 
al revolver este problema, no consiste en aumentar en una marca cl 
juego de la longitud n + 1, registrado en la cinta, sino que en hallar 
este juego. Durante la resolución de los problemas más simples acerca 
de la adición de la unidad, examinados en el capítulo anterior, sabía- 
mos en qué dirección hay que buscar el juego y, correspondientemente, 
escribíamos el programa; cuyo funcionamiento comenzaba por el mo- 
vimiento hacia el lado respectivo (si no resultaba que el carro ya al 
inicio se encontraba en el juego buscado). En el problema general no 
sabemos hacia dónde tenemos que movernos. Es posible, que precisa» 
o osto a ciertos lectores este problema les parcció al principio 
insoluble, 


.. 
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¿De qué modo se puede «ilegar» a que se precisa cl programa Vu 
atro análogo, que probablemente el lector compondrá o bien ya ha 
hallado por su propia iniciativa? He aqui cómo. Imaginémonas que 
estamos en un camino infinito por ambos lados y en algún sitio de 
este camino yace una piedra maravillosa que deseamos encontrar. Na 
sabemos dónde ésta yace, sabemos sólo que sin falta está en algún lugar. 
¿Cómo abrar? Al elegir cualquiera de los tados puede suceder que la 
piedra maravillosa yace, precisamente, en el lado contrario. Es evi= 
dente, que debemos alternar el movimiento de un lado al otro, au- 
mentando constantemente la amplitud de las oscilaciones: primero 
damos un paso a un lado, luego, dos pasos al otro, después, de nuevo 
tres pasos al primer lado, luego, cuatro pasos al segundo, ctc., hasta 
que tropecemos con la piedra maravillosa. 

Ahora reflexionemos sobre lo siguiente. ¿Cómo determinar el 
momento cuando hay que dar la vuelta, es decir, cambiar la dirección 
de movimiento? Puede parecer fácil: sólo se debe efectuar la cuenta de 
los pasos y saber en cada instante cuántos pasos debemos realizar en 
dicha dirección y cuántos pasos de esta cantidad ya hemos dado. Pero 
en la realidad, existe aquí una dificultad consistente en cómo fijar 
los números de pasos que necesitamos. Si almacenamos éstos en nues- 
tra memoria, debemos estar listos para recordar números cuan se 
quiera grandes, lo que es imposible: efectivamente, si la piedra mara- 
villosa yace bastante lejos de nuestra posición inicial, entonces tendre- 
mos que recordar números que superan las posibilidades de nuestro 
cerebro. Se pueden tomar notas de la cantidad de pasos, digamos, cn 
libretas de apuntes llevadas consigo, pero, en este caso, tendremos 
que estar dispuestos a llevar notas cuan se quiera voluminosas (ade- 
más, la lectura de estas notas será un problema independiente). Si pro- 
híbimos que se lleven consigo cualesquier apuntes, la dificultad indi- 
cada podrá Parents a primera vista, insuperable. Sin embargo, hay la 
siguiente salida de esta dificultad: se puede utilizar para los apuntes 
el propio camino. Obraremos asi. Precisamente imitando a Pulgar- 
cito marcaremos nuestra ruta a lo largo del camino con migajas o pic- 
drecitas: al hacer un paso colocaremos ante sí, por ejemplo, una piedre» 
cita (claro está si, ésta ya no se encuentra al, Por lo tanto, andando 
tras las piedras y llegando hasta su fin, colocaremos una nueva piedre- 
cita y daremos la vuelta al lado opuesto —y así hasta que encontremos 
za piedra maravillosa. He aquí el método de búsqueda que está reali- 
zado en el programa V; el papel de piedrecitas lo juegan aqui las mar- 
cas inscritas por el carro, para marcar las células qe pasó. Cabe se- 
ñalar, además, que en nuestro caso el papel de piedra maravillosa lo 
juega también la marca, por esta razón es necesario tomar medidas 
especiales, para no confundir la «piedrecita» con la «piedra maravillo- 
sa» (en el programa V estas medidas fueron realizados por los blo- 
ques de comprobación). La «insuficiencia» del procedimiento de Pul- 
garcito consiste en que es necesario tener en el bolsillo una reserva ¡li- 
mitada de piedrecitas o migajas (sin ninguna duda, desde el punto de 
vista de la máquina de Post esta insuficiencia es de poca importancia). 
Por lo demás, nos serán suficientes tan sólo dos piedrecitas. Para ello, 
es preciso, primero, colocar una piedrecita a la izquierda de sí y la 
otra, a la derecha, luego, andar entre ellas trasladándolas; a saber- 
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cada vez al tropezar con una piedrecita hay que trasladarla a un paso 
adelante, dar la vuelta y caminar hasta la vtra piedrecita, con la cual 
hacer lo mismo. 

Ejercicio. Efectúen mediante cl programa para la máquina de 
Post el método recién expuesto de búsqueda de la piedra maravillosa 
con ayuda de dos piedrecitas. Comparen la longitud del programa obte- 
nido con la longitud del programa V. 

Volvamos por última vez al examen del programa V. El papel de 
cada bloque en él viene definido por su denominación: los bloques de 
movimiento e lean el carro a lo largo del juego de las marcas 
inscritas hasta llegar al fin de éste, los bloques de comprobación 
verifican si el carro ya ha llegado o no cerca del registro buscado del 
número, los bloques de vaciado borran todas aquellas marcas, con las 
que cl carro marcaba su ruta. Si fijamos al principio el estada de la 
clase MH, y realizamos el programa comenzando desde el 2-do bloque, 
se obtendrá cl resultado requerido. (Por lo tanta, si exigimos que el 
programa dé resultado sólo con arreglo al estado de H,, podríamos li- 
imitarnos a las últimas 19 instrucciones, claro ostá, disminuyendo con 
anticipación todas las direcciones y los saltos en 4.) El objetivo del 
blaque de comienzo consiste en hacer pasar la máquina del estada arbi- 
trario de la clase E, a cualesquiera de los estados de la clase //,,. Nate- 
mos que el bloque de comienzo trabaja en todos los casos: incluso si 
el carro en el estado ¡inicial ya se encuentra en el registro buscado del 
número, cl bloque de comienzo desplazará el carro de este juego para 
que, luego, empiecen las búsquedas de este mismo juego. Es evidente, 
que esto parece poco razonable. ¿No sería más fácil, primero identifi- 
car si al comienzo el carro se encuentra o no en el juego (es decir, tiene 
lugar o no el caso 3 del párrafo anterior), si se encuentra, entonces 
añadir una marca (como lo exige cl problema 2 del párrafo 3 del capi- 
tulo anterior); si no, desplazarse a una célula a la izquierda y obser- 
var sí ésta posee marca (o sea, tiene lugar o no cl caso 2 del menciona- 
do párrafo); en caso de que esto sea así, añadir al juego hallado una 
marca (como lo requiere cel problema 1” del párrafo 2 del capítulo 
anterior); si esto no es así y únicamente en este caso (es decir en el 
caso 1 del párrafo anterior), con dos «no» deberán incluirse las instruc- 
ciones NON? 5...23 del programa V? 

Compongamos el programa que realice este plan. Es cómodo elabo- 
rar cl programa junto con el correspondiente esquema sinóptico. Para 
clio, designemos por 11 cualquiera de los programas de la longitud 
4 que sirven como solución del problema 2 del capítulo anterior, por 
1” cualquiera de los programas de la longitud 3 que sirven en calidad 
de solución del problema 1” del mismo capítulo y por F, la lista de ins- 
trucciones del N? 5 al N” 23 del programa V. El programa buscado se 
muestra mediante su esquema sinóptico en la fig. 31, Recordemos que 
de acuerdo con la designación del párrafo 4 del capitulo anterior para 
cualquiera de las listas de instrucciones E por 3 f-+ m] se designa la 
lista que se obtiene de S mediante el anmento en m de todos los nú- 
meros de instrucciones y de todos los saltos. 

El programa en la fig. 3l, eligiendo de modo oportuno el programa 
FI (a saber, en caso de que el programa 11 contenga la instrucción de 
movimiento a la derecha, es decir, represente de por sí uno de los 





54 
—————  _ ______— _ >> 


programas 1l;, IIé, ..., Ufa mencionados en el ejercicio 3 del pá: 
rraío 3 en el capítulo anterior), conduce al resultado recorriendo un 
camino no más largo que en el programa V, es decir, para todo estado 
inicial exige no más pasos de trabajo de la máquina que el programa Y 
(aconsejamos al lector que compruebe que esto no es así, cuando el 
programa 11 contiene la instrucción de movimiento a la izquierda, es 
decir, representa de por sí uno de los programas 1ly, lg, . + ., Ilyy). 
En algunos casos el programa ofrecido en la figura 31 leva a resultados 
incluso por un camino más corto que el programa V, es decir, exige 








FIG. 31 





Inenor número de pasos de trabajo de la máquina. Proponemos al 
lector que comprucbe esto y se cerciore de que el programa en la fig. 31 
exige, para obtener una parada de resultados, ora el mismo número de 
pasos que el na V_ (para los estados iniciales que corresponden 
al caso 1 del párrafo anterior), ora 6 pasos menos (para los estados 
iniciales que corresponden al caso 2), ora 5 pasos menos (para los esta- 
dos iniciales que corresponden al caso 3). 

En cambio, el programa mostrado en la fig. 31 tiene 29 instruccio- 
nes, Incluso si se juntan en una sola tres de las instrucciones de parada 
que hay en este programa, a pesar de todo quedan 27 instrucciones, es 
decír, más de 23. Esto no es asombroso, ya que aquí, en realidad, hay 
tres distintos programas para cada uno de los tres casos posibles ¡n= 
dicados en el párrafo anterior, que pueden revelarse en el comienzo. El 
papel del juego del «bloque de comienzo», que es a primera vista un 
poco paradójico, en el programa V consiste, precisamente, en la re- 
ducción de todos los casos posibles a uno, es decir, al estado de la 
clase Fa. A costa de esto se obtiene también economía en la longitud 
del programa. Por lo tanto, aquí hacemos uso de uno de los procedi- 
míentos estándares de las matemáticas, es decir, el método que consiste 
en el intento de reducir la solución de cualesquiera de los problemas 
planteados a la solución de ios que ya están resueltos. (En el ejemplo 
examinado reducimos ta solución «del problema, acerca de la adición 
de fa unidad para el estado inicial arbitrario, a la solución de este 
mismo problema para los estados de H.) Por regla, el procedimiento 
estándar indicado lleva, al ser realizado con éxito, a economía de di- 
versos tipos, por ejemplo, a la dei volumen de la memoria necesario 
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ara almacenar el programa (y en el caso general—el método de reso» 
ución) de una u otra clase de problemas. Por consiguiente, dicho pro- 
cedimiento Juega en las matemáticas un papel muy importante. No en 
vano, en el folklore matemático existe la siguiente anécdota, de la 
cual los matemáticos (por lo menos algunos de ellos) incluso están un 
poco orgullosos; ésta consiste en el conjunto de dos problemas. 

Primer problema. Sean dados: unas cerillas, un infiernillo apaga- 
do, un grifo cerrado, una tetera vacía; se exige hervir el agua. Solu- 
ción. Encendamos una cerilla y con ella el infíernillo, abramos el gri- 
fo, llenemos la tetera, pongámosla en el infiernillo e hirvamos el agua. 

Segundo problema. Sean dados: un i nfiernillo encendido, un grifo 
abierto, una tetera llena de agua; se exige hervir el agua. Solución, 
Reduzcamos el problema al que ya está resuelto (es decir, al primero). 
Con este fin apaguemos el infiernilio, vaciemos la tetera, cerremos el 
grifo, después de lo cual queda sólo ejecutar las operaciones indicadas 
en la solución del primer problema. 

Observación. La cantidad de operaciones que se requieren para 
reducir el segundo problema al primero puede ser abreviada, haciendo 
coincidir el apagamiento del infiernillo con el vaciado de la tetera: 
es suficiente verter el agua sobre el infiernillo. 





$ 4. ADICIÓN DE LOS NUMEROS EN CASOS SIMPLES 





Ahora nos ocuparemos de la adición de números en la má+ 
quina de Post. En calidad de sumandos se examinarán sólo 
números no negativos enteros. Como antes, representaremos el 
número no negativo entero m por un juego de la longitud 
m + 1. Efectuar en la máquina de Post la adición de números 
significa elaborar tal programa que al ser aplicado a la cinta 
que contiene registros de los números m,, Mo, .. ., Mx (4> 2) 
conduzca a una parada de resultados, con la particularidad de 
que después de esta parada en la cinta resulte el registro del 
número m, + m2 +... + mx. Es necesario hacer una serie 
de precisiones. Ante todo, siempre supondremos que al prin- 
cipio en la cinta no viene registrado nada, salvo los números 
Mi, «--, Mp, y exigir queal final quede registrada tan sólo su 
suma; no pondremos ninguna restricción en la posición del 
carro al finaj, pero, en lo que se refiere a su posición en el 
comienzo, para simplificar, consideraremos que en el estado 
inicial el carro se encuentra frente a la célula más izquierda 
entre las marcadas. 

A continuación, pueden ser hechas varias suposiciones so- 
bre la distancia entre los juegos que sirven para registrar los 
números. (Se suele denominar distancia entre dos juegos el nú- 
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mero de células, comprendidas entre la célula derecha exire- 
ma del juego izquierdo y la izquierda extrema del juego dere- 
cho.) En el caso más simple (por el cual comenzamos) la dis- 
tancia entre los juegos lindantes es igual a 1. Por último, se 
pueden superponer unas u otras restricciones en la cantidad de 
sumandos, considerando esta cantidad como prefijada con 
antelación o arbitraria. 
El caso más simple se examina en el problema «a». 





my+t células m,+1 células 
a NS 

E MYN ZVMVIMIYMN Z MVT E 
n 








FIG. 32. 





Problema «a». Elaborar el programa de adición de dos nú- 
meros registrados a distancia 1 uno del otro. 

En virtud de las suposiciones hechas, el estado inicial 
par problema «a» tendrá el aspecto expuesto en la figu- 
ra 32. 

Lo más ¡ácil es resolver este problema «llenando» con la 
marca la célula vacía entre los juegos. En este caso, si los 
sumandos son los números m, y m2, en la cinta surgirán m, + 
+ my + 3 de células marcadas, mientras que éstas deben ser 
ma + ma + 1. Por este motivo hay que vaciar las dos marcas 


sobrantes. En el programa A, escrito a continuación, se reali- 
za el plan enunciado de operaciones. 


Programa A 

l.>2 4.>5 7.88 

2 Ñ ee 8. =9 
ss M4 9.810 


3. Y4 6.<7 10. stop. 


Obtendremos economía en el número de instrucciones si 
vaciamos dos marcas no en el final, sino en el comienzo, 
directamente del juego izquierdo. Con ello, hay que tener 
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precaución para considerar el caso en que el juego izquierdo 
contiene una sola marca. Este plan se realiza en el programa A 
que contiene 8 instrucciones en totalidad. La 3-ra instrucción 
de este programa, precisamente, considera el caso en que en 
el juego izquierdo hay tan sólo una marca. 

Programa A 


1,82 4.85 7.48 


Problema «b». Componer el programa de adición de una 
cantidad arbitraria de números registrados en la cinta a dis- 
tancia 1 uno del otro. 





my+i células rage! cótulas 
[VIV YMIVL VIVAR EMI 
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FIG. 33 








En virtud de las suposiciones hechas, el estado inicial pa- 
ra el problema «b» será el ilustrado en la fig. 33. Por consi- 
guiente, es necesario elaborar semejante programa que, para 
cualquier número £ y cualesquier TMáúmeros My, Ma, ..-, Mas 
dé una parada de resultados en el estado en el cual en la cinta 
estuviera registrado el número m +m, +... + ma. He 
aquí el programa más corto (con mayor precisión, uno de los 
más cortos) de semejantes programas que conoce el autor: 





Programa B 
50 
1. £2 5. >6 dm 


4 
3. 9 Tostop 11.812 


4. Y5 8. =9 12. =>1. 


Aconsejamos al lector que compruebe este programa (co- 
mo también todos los programas restantes del presente párra- 
10) en cualquier ejemplo concreto y, de esta manera, llegue a 








m,+1cólutas e ma+t células 
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FIG. 34 





comprender la «idea» de su funcionamiento. Esta «idea» en el 
presente caso consiste en que nosotros, de modo sucesivo, cor- 
tamos dos marcas a la izquierda (con las instrucciones N* 1 
y N* 11), colocando en cambio una marca en la célula vacía 
próxima a la derecha (mediante la instrucción N? 4); si la 
célula que sigue a la vacía próxima a la derecha también está 
vacía (lo que se verifica por medio de las instrucciones N* 5 
y N? 6), esto significa que ya es hora de terminar (salto del 
control a la instrucción N? 7). 

Ahora pasemos a la adición de los números registrados en 
la cinta a una distancia arbitraria entre ellos. 

Problema «c». Elaborar el programa de adición de dos nú- 
meros registrados a una distancia arbitraria uno del otro. 

El estado inicial para el problema «c» se muestra en la 
Tig. 34. Es necesario componer el programa que nos lleve al obje- 
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tivo, cualesquiera que sean los números no negativos enteros 
mi, Ma, l. He aquí uno de tales programas: 


Programa C 

1E2 6 ¿a 10. <11 
22>3 7.8 1 Qi 
3 E 8 E 12. >13 


4. V5 9=>1 13. E 14 
5. >6 14. stop. 


La «idea» de este programa consiste en que el juego izquier- 
do «se desplaza» a la derecha hasta hacerlo unirse con el 
derecho. El desplazamiento del juego se efectúa mediante el 
«traslado» de la marca más a la izquierda del juego a la célula 
vacía próxima a la derecha (la marca se corta por la instrucción 
N? 1 y se pone por la instrucción N* 4). Cuando los juegos 
llegan a unirse (Jo que se descubre con las instrucciones 
N%5 y N? 6), resultan marcadas las m, + me + 2 células, es 
decir, en una más de Jas que se requieren. Las instrucciones 
N2NS 10, 11 y 12 trasladan el carro al extremo izquierdo del 
juego, donde se vacía la marca excesiva (mediante la instruc- 
ción N? 13). Por lo tanto (esto es muy importante para lo su- 
cesivo), en el estado final el carro se encuentra directamente a 
la izquierda de la suma formada. 

Al resolver el problema «a» ya hemos visto que se puede re- 
ducir la longitud del programa, si se vacía la marca sobrante 
no al final, sino al comienzo del funcionamiento de la máquina. 
Al hacer uso de este procedimiento, obtenemos el siguien- 
te programa C, de la longitud 12 que realiza el mismo método 
de desplazamiento del juego izquierdo a Ja derecha y, por eso, 


es muy parecido al programa €: 


Programa C, 
1.82 5. =>6 9.2/ 


M2 
ss . 1 1 
2. > 6. e 10. = 
12 2 
3.0 YB MAL 
Sa ad No 


4.5 8. >9 12. stop. 


El autor no conoce programas que contengan menos de 12 
instrucciones y que satisfagan el planteamiento del problema 
«c». Sin embargo, se pueden obtener muchas soluciones del 
problema en cuestión, cuya longitud sea 12. Ante todo, resul- 
ta fácil elaborar ¡por lo menos 11! programas, a cuenta de todo 
género de permutaciones posibles que incluyan todas las ins- 
trucciones, salvo la primera, del programa C, (sin duda algu- 
na, cada una de estas permutaciones deberá ir acompañada 
por el cambio de los números y saltos). Además, puede inten- 
tarse buscar otros en principio métodos de adición. Por ele 
plo, se puede proponer el método que consiste en la múltiple 
realización del siguiente procedimiento: la registro del nú- 
mero izquierdo se adjunta a la derecha una marca, para cuya 
compensación se borra una marca en el extremo izquierdo de 
la escritura del número derecho; este procedimiento con- 
tinúa hasta que el juego derecho se agote; la marca «sobrante» 
se vacía al mismo comienzo por la instrucción N* 1, El si- 
guiente programa C, de la longitud 12 realiza este método. 
Programa Cz 


12 
LEZ ab LL 








$ 5. ADICIÓN DE LOS NUMEROS EN CASOS 
MÁS COMPLICADOS 





Problema «d (£)». Componer para cada k el programa de 
sucio de k números registrados a distancias arbitrarias en- 
re éstos, 
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FIG. 35 





El estado inicial para el problema «d (%)» se ofrece en la 
figura 35. Por consiguiente, para cada k es necesario elaborar 
el programa que ¡leve al objetivo con cualesquier números no 
negativos enteros My, Ma, -- 3 Mpo ly las o. <s Epuaso 


Hallaremos el programa buscado del modo siguiente. 

Sea 2 cualquier programa que resulte ser la solución del problema 
«c» y posea las siguientes propiedades: 

1) en el proceso de aplicación del programa Y al estado inicial 
del problema «c» tes decir, a tal estado, para el cual en la cinta hay 
registros de dos números y nada más, ¡mientras que el carro observa la 
célula más a la izquierda de las que están marcadas) el carro nunca 
pasará más a la derecha de la célula extrema derecha, entre las marca- 
das en el estado inicial; 

2) una vez terminado el cumplimiento del programa E, aplicado 
al estado inicial del problema «c», resulta que el carro se encuentra 
frente a la cólula más a la izquierda de las que están marcadas en el 
juego formado; 

3) el programa contiene exactamente una sola instrucción de pa- 
rada, y ésta es la última instrucción del programa. 

Sea que el programa 2 contiene a - 1 instrucciones. Designermos 
por 8 la lista de las primeras instrucciones « de Y. Compongamos tal 
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programa: 
Programa D* (%) 
Ss , 
3l+a)  2(4(4—2a) 
3(+2a) (£—1) a+1. stop. 


Dejemos al lector que compruebe que este programa es la solución 
del problema «d (%)» (efectivamente, si hacemos s¿="M +... 
. » «+ my, entonces es fácil de notar que las instrucciones de la lista 
E realizan la adición de los números my y ma, las de la lista E [+4], 
la adición de los números s» y Mg, etc.; las instrucciones de la lista 
8 [-Fial, la adición de los números Sjyx Y Mipe; Por último, las ins- 
trucciones de la lista 


2 14 (k —2 al 


efectúan la adición de los números Sy-1 y ip, es decir, la obtención de 
la suma buscada). 

Ejercicio, ¿De qué modo al establecer que el programa D* (k) 
sirve como solución del problema «d (k)» se utilizan las propiedades 
1)...3) del programa Y 

Nos queda por haliar el programa Y con las propiedades requeri- 


das. Ninguno de los programas C, C, y Cz sirven. Sin embargo, el 


programa C posce las propiedades 1) y 3). Es fácil de cambiarlo un 
poco, para que se cumpla también la propiedad 2). Es suficiente en 


lugar de la última instrucción del programa 3 escribir las dos si- 
guientes: 
14. => 15 15. stop. 


En virtud de la observación hecha antes (durante la explicación del 
funcionamiento del programa UT) sobre la posición final del carro des- 
pués de ejecutar el programa U, el programa 7* de 15 instrucciones ob- 


tenido poseerá no sólo las propiedades 1) y 3), sino que también la 
propiedad 2). 

En calidad de programe E como base para elaborar el programa 
D* (k) se puede tomar además el programa C%, también de la longitud 
15, que se obtiene del programa E si en lugar de la última instruc- 
ción de este programa escribir estas cuatro: 


2.4: M5 


14 
13. > 18, stop. 
59 d 
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El programa Cf posee las propiedades 2) y 3), mientras que en lugar 
de la propiedad 1), cierta propiedad más débil (pregunta al lector: 
¿cuálo), sin embargo, suficiente para que el programa D* (%), que se 
elabora a base del CF, sea la solución del problema «d (k)». 

Si en el programa * hay 15 instrucciones, en el programa D* (£) 
habrá (k — 1) 144 1= 14% — 13 instrucciones. 

No obstante, puede estructurarse un programa que corresponda a 
los requerimientos del problema «d (£)» y contenga una cantidad de 
instrucciones menor que 14% — 13, 

a Con este fin, OSIRIS por 44 la siguiente lista de instrucciones 
=012...): 


349. 449 849. =9+9 
3+9i 849 
44091. A EE 949. $ 
549 10+9% 
549. EG+9 1049, => 11-49 
649, =>7-+491 1149. Y 3491 
3494) 
ro EN 
NE 94 


Ahora, designemos por D (%) el siguiente programa: 
Programa D (%) 


1=>2 Ap 
3 A 
2. A E 
M 
Alma 
9%—6. stop. 


Dejemos al lector cerciorarse por sí mismo de que el programa 
D (£), en primer lugar, es en realidad un programa y, cu segundo lu- 
gar, el programa que satisface el planteamiento del problema «d (%)». 
Con ello, en el programa hay 9% — 6 instrucciones. Notemos que to- 
mando k = 2, obtendremos en forma de D(2) una nueva solución 
del problema «e», con la particularidad de que esta solución contendrá 
12 instrucciones, es decir, tantas, como tienen los programas Cr y 
C,. El programa D (2) trabaja según el mismo método que el progra- 
ma Ca, consistente cn la traslación de las marcas del juego izquierdo 
al derecho; sin embargo, al cumplir el programa D (2), a distinción de 
Cr, la marca al principio se borra en el juego derecho y después se aña- 
de al izquierdo, con le particularidad de que la última marca del juego 
derecho se vacía sin que la nueva marca aparezca en el juego izquierdo. 
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Problema «e». Elaborar el programa de adición de una can- 
tidad tomada al azar de números registrados a distancias arbi- 
trarias entre éstos. 

Es evidente, que cada programa, que es la solución del 
problema «e», servirá al mismo tiempo como solución de cada 
uno de los problemas anteriores. No obstante, ninguna de las 
soluciones aducidas antes de los problemas «a», «b», «0» y 
«d (k)» será la solución del problema «e» (comprueben esto). 

l estado inicial para el problema «e» viene expuesto en la 
figura 35. Sin embargo, ahora es necesario componer el pro- 
grama único que conduzca al objetivo para % arbitrario. 
Intenten hallar semejante programa por su cuenta. Verán que 
esto no es tan fácil. ¿Pueda ser que el programa requerido no 
exista en absoluto? En este caso intenten demostrar que éste 
no existe. La respuesta a la cuestión de si tiene o no el pro- 
blema «e» solución será dada en el siguiente capítulo. 


65 


CAPÍTULO IV. POSIBILIDADES DE 
LA MÁQUINA DE POST 








En el presente capítulo nos ocupará la cuestión de qué 
cálculos, en general, pueden ser realizados en la máquina de 
Post. Con este motivo, tendremos que referirnos al concepto 
general de algoritmo. En el párrafo conclusivo intentaremos 
comparar la máquina de Post con las máquinas calculadoras 
electrónicas (ordenadores). La exposición comienza por el 
análisis de un problema que quedó sin solucionar en el capí- 
tulo anterior. 


O 
$ l. ACERCA DEL PROBLEMA DE ADICIÓN DE NÚMEROS 
A DISTANCIAS ARBITRARIAS 





Al final del capítulo anterior jue planteado el problema 
más general de la adición de los números registrados en la cin- 
ta de la máquina de Post, es decir, el problema «e». En este 
problema se exigía hallar tal programa único para la máqui- 
na de Post, que realizara la adición de una cantidad arbitraria 
de números registrados en la cinta a distancias arbitrarias. 
Se supuso que salvo estos números, en la cinta nada había es- 
crito y que el carro se encontraba en la célula más a la izquier- 
da de las marcadas. Al final del funcionamiento del programa 
en la cinta debe ser registrada la suma de todos los números 
iniciales y nada más (es decir, la cinta restante debe estar va- 
cía). 

Recordemos que tenemos comparado con la cinta un «sis- 
tema constante de coordenadas», de acuerdo con el cual las 
células en la cinta están numeradas con números enteros de 
— o a + 00. Para mayor precición consideraremos que to- 
dos los números iniciales están escritos en la parte derecha 
«no negativa» de la cinta, con la particularidad de que la célu- 
la más izquierda entre las que están marcadas tiene el número 
cero. Por lo tanto, en el estado inicial el carro observa la cé- 
lula nula. 


50620 


Sin predeterminar por ahora la cuestión de qué aspecto 
tiene la solución del problema planteado, intentemos analizar 
esa solución. 

Así pues, supongamos que cierto programa es la solución 
del problema «e» y designémoslo por E. Examinemos el esta- 
do de la máquina de Post ofrecido en la fig. 36. En tal estado 
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FIG. 36, Aquí x > 3 
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FIG. 37 





en la cinta, distando la unidad uno del otro, están registra- 
dos dos números, cada uno de los cuales es igual a 0. Tome- 
mos este estado en calidad de inicial. En este caso, el progra- 
ma, E debe llevar a una parada de resultados, con la parti- 
cularidad de que en la cinta estará registrado el número 0. 
Durante el tiempo de trabajo de la máquina, hasta la parada 
de resultados, el carro ha podido estar sólo en un número fi- 
nito de células de la cinta. Sea 2 el mayor entre los números de 
células, en las cuales ha estado el carro. Designemos por x 
el mayor entre los números z y 3. Ahora examínemos el esta- 
do de la máquina de Post en el que las células 0, 2, x + 2 
están marcadas, mientras que las restantes, vacías: coloque- 
mos el carro frente a la célula Nz O (fig. 37). Tomemos este 
estado como inicial y apliquemos a éste el programa E. Vea- 
mos cómo éste va a trabajar. Es fácil de ver que éste funciona- 
rá «del mismo modo» que en el caso de aplicarlo al estado ini- 
cial en la fig. 37. 

La expresión «del mismo modo» puesta entre comillas se 
precisa del modo siguiente. Examinemos dos ejemplares de 
la máquina de Post. Digamos que cierto estado de la primera 
máquina es equivalente a cierin estado de la segunda, si en 
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estos estados 1) el carro de la primera máquina se encuentra 
frente a la célula con el mismo número que el carro de la se- 
gunda; 2) cada célula de la primera máquina, dispuesta a la 
izquierda de la célula N? (x + 1), está marcada o vacía, si- 
multáneamente con la célula de la segunda máquina que tie- 
ne el mismo número; 3) todas las células de la primera máqui- 
na, dispuestas a la derecha de la célula N” x, están vacías; 
4) la célula N? (x + 1) de la segunda máquina está vacía, la 
célula N* (x + 2) está marcada, mientras que todas las cé- 
lulas dispuestas a la derecha de la célula N? (x + 2) están va- 
cías. Consideraremos que ambas máquinas trabajan según el 
programa E sincrónicamente, con la particularidad de que en 
calidad de estado inicial para la primera máquina sirve el 
estado que se muestra en la fig. 36, en tanto que para la segun- 
da máquina, el estado expuesto en la fig. Eo Estos estados 
son equivalentes. Mediante la inducción por £ se demuestra 
con facilidad que en cualquier momento de tiempo £ será jus- 
ta la siguiente afirmación: los estados de ambas máquinas en 
este instante son equivalentes, mientras quela instrucción que 
debe ejecutar la primera máquina coincide con la que debe 
cumplir la segunda. Por consiguiente, funcionando de ma- 
nera sincrónica ambas máquinas pasarán de estados equiva- 
lentes a otros equivalentes, bajo la acción de las mismas ins- 
trucciones. Precisamente esto se tenía en cuenta, cuando de- 
cíamos que el programa aplicado al estado en la fig. 37 tra- 
bajaría del mismo modo que siendo aplicado al estado ofre- 
cido en la fig. 36. En cierto instante las máquinas simultánea- 
mente llegarán al estado final en el cual se pondrá en funcio- 
namiento la instrucción de parada. Ambas máquinas realiza- 
rán al mismo tiempo paradas de resultados. En la cinta de la 
primera máquina estará registrado el número, es decir, habrá 
una sola célula marcada, con la particularidad de que esta 
célula se dispondrá a la izquierda de la célula N* (x+ 1D. 
Por consiguiente, en virtud de la equivalencia de los estados 
finales, en la cinta de la segunda máquina, a la izquierda de la 
célula N* (x + 1), habrá una célula marcada y, además, ten- 
drá marca la propia célula N? (x + 1), en total, tendremos 
dos células marcadas. 

Hemos Hegado a la deducción de que aplicando el progra- 
ma E al estado expuesto en la fig. 37 surgirá una parada de re- 
po 
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sultados en el estado, en el cual estarán marcadas tan sólo dos 
células. 

Por otro lado, en el estado ofrecido en la fig. 37 la cinta 
contiene el registro de tres números, cada uno de los cuales es 
igual a cero (las distancias entre éstos son iguales a 1 y a 
x — 1, respectivamente), la cinta restante está vacía y el ca- 
rro se encuentra frente a la célula más izquierda entre las que 
están marcadas. Según la suposición el programa E es la solu- 
ción del problema «e», Por esta razón, al aplicalo al estado 
inicial, deberá conducir a la parada de resultados en el estado, 
en el cual en la cinta resultará registrada la suma de números 
escritos inicialmente, mientras que la cinta restante deberá 
estar vacía. En el caso dado la suma es igual a 0. Por lo tanto, 
en el estado final en la cinta estará marcada sólo una célula, 
Pero, esto se encuentra en contradicción con la deducción 
obtenida antes. 

La contradicción descubierta nos convence de que no pue- 
de existir un programa que sea solución del problema «e». 

La causa por la cual el problema «e» no tiene solución es 
muy evidente: por mucho que el carro viaje por la cinta, éste, 
por así decirlo, «nunca sabrá» si ha recorrido los registros de 
todos los sumandos o bien, puede ser, que lejos a la derecha se 
encuentre un sumando más, hasta el cual el carro aún no llegó. 
Por esta razón, es imposible elaborar el Prcerama que lleva- 
ra a una parada de resultados con garantía de que todos los 
sumandos fueron tomados en consideración. Semejante pro- 
grama puede ser compuesto sólo para casos particulares, por 
ejemplo, cuando con anticipación es conocido el número de 
sumandos (como en el problema «d (%)» del párrafo 5 del ca- 
pítulo anterior) o bien cuando los sumandos están registrados 
uno respecto del otro a distancias prefijadas (como en el 
problema «b») o por lo menos restringidas. 

Ejercicio. Elaboren para cadaJg el programa de adición 
de una cantidad arbitraria de números, registrados uno res- 
pecto del otro, a distancias tomadas al azar, pero que no su- 
peren q. 

En el ejemplo del problema «e» nosotros vemos cuán im- 
portante es el procedimiento de registro de los datos iniciales 
en la cinta. 
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$ 2. PROPOSICIÓN DE POST 





En los capítulos anteriores el lector ha adquirido cierta 
experiencia de programación en la máquina de Post. Para 
fijar esta experiencia aconsejamos cumplir los ejercicios 1-5, 
En éstos se propone al lector elegir por su cuenta la posición 
inicial del carro y en los ejercicios 2, 3 y 5 también la distan- 
cia a la cual se escriben l6s números iniciales. Por doquier, 
en el presente capítulo se sobreentiende que los números son 
enteros no negativos. 

Ejercicio 1. Componer el programa de división de los nú- 
meros por 2, 3, 4, ..., por el número prefijado k. Aclaración. 
Por división se entiende la obtención del cociente o cociente 
incompleto, de manera que el resultado de la división de 7 
por 3 será 2, 

Ejercicio 2. Elaborar el programa de sustracción de un 
número del otro. Aclaración. Si la resta es imposible (el sus- 
traendo es menor que el minuendo), el programa no deberá 
llevar a la parada de resultados. 

Ejercicio 3. Componer el programa de multiplicación de 
dos números. 

Ejercicio 4. Elaborar el programa de elevación de los nú- 
meros al cuadrado. 

Ejercicio 5. Componer el programa de división de un nú- 
mero por otro. Aclaración. Si el divisor es 0, el programa no 
deberá llevar a la parada de resultados. 

Para lo futuro nos hará falta un concepto fundamental, aun- 
que simple, a saber, el de cortejo numérico. Con mucha fre- 
cuencia se tiene que tratar no con números independenientes, 
sino que con pares ordenados de números; con ello, se tolera 
que ambos miembros del par coincidan. Un par ordenado de 
números lo escribiremos así: al principio, el primer miembro 
del par, después, el segundo, y todo esto se debe poner entre 
paréntesis angulares. Ásí, por ejemplo, (33, 4) y (2,2) son 
pares ordenados de números. De modo análogo se introduce la 
noción del terno ordenado de números. Por ejemplo, son posi- 
bles semejantes ternos ordenados de números: (2, 8,1); 
(6, 6, 6); (4, 5, 4). También (3, 8,7, 8, 8, 2, 5) es una septe- 
na ordenada de números. El juego ordenado de números de 
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cualquier longitud se denomina cortejo numérico; así, los pares 
ordenados de números, ternos ordenados y la septena ordena- 
da, que acaban de ser apuntados, son los cortejos. El número 
de «puestos» del cortejo se llama su longitud. 'Así, el cortejo 
(6, 2, 2, 6) tiene longitud 4. 

Todos los problemas y la mayoría de los ejercicios para 
componer los programas, de los cuales nos ocupábamos en el 
presente ciclo de artículos, tenían el siguiente aspecto. Se fi- 
jaba cierta clase de datos iniciales: números (como en los ejer- 
cicios 1 y 4 del presente párrafo o en el problema acerca de 
la adición de la unidad del capítulo 2), cortejos numéricos de 
longitud prefijada (longitud dos, como en los ejercicios, 
2, 3 y 5 del presente párrafo y en los problemas «a», «c» y 
«d (2)» del capítulo tercero, o bien, en general, de la longitud 
k, como en el problema «d (k)» del capítulo indicado), cortejos 
numéricos de longitud arbitraria (como en los problemas «b» 
y «e» del capítulo tercero). 

A cada uno de los datos iniciales de la clase elegida —nú- 
mero o cortejo — ora se ponía en correspondencia cierto nú- 
mero resultante (el cuadrado del número inicial, o el cociente 
de la división del primer miembro del cortejo inicial por el 
segundo, o bien la suma de todos los miembros del cortejo ini- 
cial, etc.), ora nada se ponía en correspondencia (por ejemplo, 
el cociente o el cociente incompleto se ponía en corresponden- 
cia sólo a aquel par, en el cual el segundo miembro difiere de 
cero). Se debía componer un programa, el cual transformara 
el registro de cualquier dato inicial en la cinta —con la parada 
de resultados— en el registro del número resultante, si éste 
existe; pero, siendo aplicado al registro del dato inicial, para 
el cual no está determinado el número resultante, el programa 
no deberá dar la parada resultante. Para simplificar siempre 
sobrentenderemos que en el estado inicial en la cinta está re- 
gistrado sólo el dato inicial, y el carro se encuentra frente a 
la célula más izquierda entre las que están marcadas y que 
en el estado final en la cinta también está escrito el número 
resultante, mientras que el carro se encuentra dondequiera. 
Es necesario precisar todavía cómo registrar cortejos numéri- 
cos. En el párrafo anterior vimos que del procedimiento de 
registro del cortejo, y precisamente de las distancias entre 
sus miembros, depende la misma existencia del programa re- 
querido. Convengamos registrar el cortejo, ubicando las anota- 
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ciones de sus miembros a distancia de la unidad uno del otro, 
Al fijar así la posición inicial del carro y el procedimiento de 
registro de los números y cortejos, se puede hablar en forma 
abreviada sobre la aplicación del programa al número o al 
cortejo y su transformación a otro número o cortejo, tomando, 
con ello, en consideración, en efecto, el registro de los núme- 
ros y Ccortejos. 

Áhora planteemos la siguiente pregunta natural. ¿En qué 
casos los problemas del aspecto que acabamos de exponer para 
elaborar los programas tienen soluciones? Con otras palabras: 
¿qué cálculos pueden ser realizados en la máquina de Post? 

La respuesta a esta pregunta es la siguiente. El problema 
para componer el programa que lleva dei dato inicial al nú- 
mero resultante si, y sólo si, tiene solución, cuando hay al- 
gún procedimiento general que permite, a partir del dato ini- 
cial arbitrario, registrar el número resultante. Esta alirma- 
ción que responde a nuestra pregunta la llamaremos -— 
por el nombre de su autor— proposición de Post. Subrayemos 
que en la proposición de Post se trata de cierto procedimiento 
único (así mismo como acerca del programa único), que es ge- 
neral para todos los datos iniciales. Además, se supone que si 
el número resultante no existe, entonces el procedimiento del 
que se trata (lo mismo que el programa), no lleva a resultado 
alguno (que es, en este caso, falso a todas luces). 

Ejemplo 1. El problema: «Elaborar el programa para la 
máquina de Post sobre la elevación al cubo» es soluble, por- 
que existe el procedimiento general que permite calcular nó 

or A. 
bi Ejemplo 2. Por esta misma causa existe el programa para 
la máquina de Post que transtorma el registro del cortejo 
(x, y, z) en la inscripción del número (xY + 2y) (2? — Y. 
Este programa (como también el respectivo procedimiento de 
cálculos) no lleva a resultado alguno para 2? < y ( todos los 
números, con los que tratamos, son enteros no negativos ). 

Ejemplo 3. Sea que se debe componer un programa para la 
máquina de Post, que posea la siguiente propiedad: si en el 
desarrollo decimal del número x se encuentran seguidamente 
n + 2 signos decimales, entre los cuales sólo el primero y el 
último difieren del nueve, mientras que los n restantes son 
iguales al nueve, entonces el programa transforina este número 
n en 1, mas si la sucesión finita expuesta den + 2 signos en 
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el desarrollo del número x no se encuentra, el programa trans- 
forma rn en 0. En el caso dado, aunque a cada n está [puesto 
en correspondencia cierto número resultante E, que es igual a O 
ó 1, para nosotros no es conocido el procedimiento general, 
que permita calcular este número E, para n arbitrario. El aná- 
lisis de los primeros 800 signos de desarrollo del número 1» 
muestra sólo que E, = 1, paran =0, 1, 2, 6. En general, 
por muchos que sean los signos decimales de desarrollo del nú- 
mero £. que anotemos, de la sucesión obtenida de signos pode- 
mos sacar sólo la información sobre la igualdad del número 
En ala unidad para ciertos valores de n y ninguna información 
acerca de la igualdad del E, a cero, aunque sea para algún n. 
La igualdad de E, = 0 para cierto valor de n, incluso si pue- 
de establecerse, será sólo mediante un método indirecto, El 
procedimiento genera! de cálculo del número £, con cualquier 
n no es conocido para nosotros. Si tal procedimiento no exis- 
te, entonces en virtud de la proposición de Post tampoco pue- 
de existir el programa requerido. (Notemos que el empleo de 
la proposición de Post hacia este lado es evidente: si existiera 
el programa exigido, éste mismo daría cierto procedimiento 
general de cálculo del número resultante por cualquier 1.) 
Pero, si tal procedimiento existe, entonces en virtud de la 
proposición de Post (cuya aplicación hacia este lado ya no es 
evidente) también existe el programa requerido. 

Ejemplo 4. Determinemos para cada número n el número 
E, del modo siguiente: £, = 1, si para todo k en el desarrollo 
decimal del número % se encuentran seguidamente k nueves 
(al igual que se encuentran 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 de semejantes nue- 
ves); ín =0 en caso contrario, es decir, si existe la máxima 
longitud del juego de los nueves que siguen uno tras otro 
(si esta máxima longitud existe, entonces, sin duda alguna, se- 
rá más de 5). Se pregunta existe o no el programa para la má- 
quina de Post que transforma cada n en £,. La respuesta a 
esta pregunta puede parecer un poco inesperada: «Sí, existe, 
aunque no podemos indicarta», Efectivamente, ora en el de- 
sarrollo del número 1 se puede encontrar cualquier número 
de nueves que siguen uno tras otro, ora esto no es así. En cada 


1) Estos signos se aducen en la pág. 63 del libro de 
Litisman V., Gigantes y enanos en el mundo de números, Editoripl 
«Fizmatguiz». Moscú, 1959, (en ruso). 
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uno de estos casos existe el procedimiento general de cálculo 
del número £,: hay que tomar £, = 1 (para todos 1) en el pri- 
mer caso y £, = 0 (para todos n) en el segundo. Otra cosa es 
que no sabemos, cuál de estos dos procedimientos generales 
puede ser elegido, puesto que nos es desconocido, cuál de los 
dos casos respecto al desarrollo del número T tiene lugar en 
realidad. Para cada uno de estos procedimientos generales de 
cálculo del número £, existe'el respectivo programa que efec- 
túa el cálculo del número Z, en la máquina de Post, es decir, 
para el primer procedimiento general (£n == 1), el programa: 


1.E2 5. V6 


4. 5 8. stop, 


mientras que para el segundo procedimiento general (€n = 
=0), el programa: 
1. >2 3.E1 


4 
2 > 4. stop. 
ho! ? 


Podemos afirmar con seguridad que uno de los dos programas 
escritos corresponde a los requerimientos planteados, pero el 
estado actual de nuestros conocimientos no nos permite decir, 
cuál de ellos precisamente. 

La existencia del procedimiento único correspondiente de 
cálculo fue conocida en los ejemplos 1, 2 y 4 y quedó descono- 
cida en el ejemplo 3. Se han compuesto ejemplos, en los cuales 
este procedimiento no puede existir a ciencia cierta, pero éstos 
son muy complicados para que puedan ser expuestos aquí. 





$ 3. MÁQUINA DE POST Y ALGORITMOS 





La noción del procedimiento único de cálculo, que es ge- 
neral para una clase entera de posibles datos iniciales, repre- 
senta de por sí uno de los conceptos más importantes de las 
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matemáticas tanto «teóricas», como «cotidianas». Precisamen- 
te en este procedimieto se basa la enseñanza” delas matemáti- 
cas en la escuela primaria. Varios ejemplos de las cuatro ope- 
raciones con números polidígitos no persiguen, en verdad, el 
objetivo de enseñar a sumar, restar, multiplicar y dividir pre- 
cisamente aquellos números que se encuentran en estos ejem- 
plos. La finalidad de estos ejercicios es practicar los métodos 
de adición, sustracción, multiplicación y división en columna, 
teniendo lógicamente en cuenta, que estos métodos son apli- 
cables a cualesquier pares ordenados de números y no sólo a 
los que hay en el compendio de problemas y ejercicios, Cuando 
dicen que un escolar sabe sumar, sobrentienden no sólo que 
él hallará tarde o temprano para cualquier par de números su 
suma, sino que él domina el procedimiento general de adi- 
ción. 

Es lógico, que un concepto tan importante requiere un tér- 
mino especial para su denominación: en calidad de tal térmi- 
no se utiliza la palabra «algoritmo» (otro modo de ortografiar- 
la: «calgorifmo»). Ahora podemos decir que en los ejemplos 
1, 2 y 4 existen algoritmos (aunque o sabemos! cuál “es éste 
para el ejemplo 4), en el ejemplo 3 el algoritmo no es conoci- 
do (incluso no se sabe si existe éste o no). Como ya se indicó, 
son conocidos casos, cuando a ciencia cierta no existe el al- 
goritmo requerido. 

Aunque con la noción de algoritmo se tropieza a menudo 
en la práctica y en las ciencias ésta no siempre se percibe: 
la propia palabra «algoritmo» no es aún suficientemente po- 
pular; es de común saber sólo la combinación de palabras el 
«algoritmo de Euclides», que sirve para 'designar uno de 
los algoritmos a fin de hallar el máximo común divisor. Por 
eso, a menudo, nos encontramos en la situación del personaje 
de la obra de Moliére «El burgués gentilhombre», quien ya en 
edad madura llegó a saber que toda su vida hablaba en prosa. 
Como quiera que sea, ahora sabemos que en la escuela nos en- 
señaron precisamente algoritmos. 

Se supone que para cada algoritmo está indicado” cierto 
conjunto que se llama dominio de sus posibles datos iniciales 
y que consta de todos los objetos (por ejemplo números o cor- 
tejos), a los cuales tiene sentido intentara aplicación del 
algoritmo que se examina. Al ser aplicado a cualesquiera de 
sus posibles datos iniciales el algoritmo puede tanto darTre- 
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sultado (en este caso se dice que el algoritmo es aplicable a 
este dato inicial y lo transforma en resultado), como no darlo 
(en este caso se dice que el algoritmo es inaplicable a este dato 
inicial). Así, para el algoritmo de sustracción en columna sir- 
ven, como datos iniciales, pares ordenados de números, mien- 
tras que el algoritmo es aplicable sólo a aquellos de ellos 
cuyo segundo término no es mayor que el primero. Es poco 
probable que sea conveniente considerar que para este algo- 
ritmo la clase de posibles datos iniciales consta de losPpares 
(a, b) solamente, en los cuales a> b. En verdad, es posible 
intentar efectuar la sustracción del segundo número a partir 
del primero también para el par 


(1244444445444445, 1244444454444445 y; 


simplemente, en este caso, no obtendremos resultado alguno. 

eamos, cómo el concepto de algoritmo está ligado con la 
máquina de Post. Examinemos tales programas para la máqui- 
na de Post que, siendo aplicados a cualesquier número, ora 
no dan en absoluto la parada de resultados, ora dan de nuevo 
como resultado un número (es decir, si ocurre una parada de 
resultados, entonces en la cinta resulta registrado cierto nú- 
mero y sólo éste). Cada semejante programa prefija el siguien- 
te algoritmo, para el cual sirve de dominio de posibles da- 
tos iniciales el conjunto de todos los números no negativos en- 
teros y todos los resultados también son números: es necesa- 
rio tomar el número inicial, registrarlo en la cinta de la máqui- 
na de Post, instalar el carro frente a la célula más izquierda 
entre las que están marcadas, poner en marcha la máquina se- 
gún el programa examinado, esperar la parada de resultados y 
leer el número que resultará escrito en la cinta después de esta 
parada. 

Ahora fijemos cualquier número £ y examinemos aquellos 
programas que siendo aplicados a cualesquier cortejo numéri- 
co de la longitud k ora no dan, en absoluto la parada de resul- 
tados, ora dan como resultado un número. Cada semejante 
programa pretfija el siguiente algoritmo, para el que sirve de 
dominio de posibles datos iniciales el conjunto de todos los 
cortejos numéricos de la longitud %, mientras que todos los 
resultados son números: hay que tomar el cortejo numérico 
inicial, registrarlo en la cinta de la máquina de Post, colocar 
el carro frente a la célula más izquierda entre las que están 


76 











marcadas, poner en marcha la máquina de acuerdo con el pro: 
grama examinado, esperar la parada de resultados y leer el 
número que estará registrado en la cinta después de esta para- 
da. 

De modo análogo, cada uno de los programas para la má- 
quina de Post, que siendo aplicado a todo cortejo numérico 
de longitud cualquiera ora no da la parada de resultados, ora 
da como resultado un número, prefija cierto algoritmo. 

Designemos la serie natural por la letra N, e) conjunto de 
todos los cortejos numéricos, por el símbolo N*, el conjunto 
de todos los cortejos numéricos de la longitud k, por el símbo- 
lo N*, 

Ahora con ayuda del término «algoritmo» la proposición 
de Post puede ser enunciada así. 

Sea dada cierta clase de datos iniciales -—N, N* o bien 
Ns», Sea que a cada dato inicial de esta clase ora nada está 
puesto en correspondencia, ora está puesto en correspondencia 
cierto número resultante (hablando en general, el inherente 
a cada dato inicial). Examinemos dos problemas: (P) «Com- 
poner un programa para la máquina de Post que va a transfor- 
mar cualquier dato inicial, para el cual hay número resultan- 
te, en este número y no llevará a ningún resultado para el da- 
to inicial, para el cual no hay número resultante»; (A), el 
programa que se obtiene de (P) al sustituir las palabras «pro- 
grama para la máquina de Post» por la palabra «algoritmo». 
Entonces los problemas (P) y (A) simultáneamente ora no tie- 
nen solución, ora la tienen. 

Hasta ahora no basamos la proposición de Post de manera 
alguna, sino que la aceptamos a pie juntillas. Ahora veremos 
gue esto, es, en cierto grado, inevitable. En efecto, la proposi- 
ción de Post consta, en realidad, de dos afirmaciones: en la 
primera se dice que de la decidibilidad del problema (P) se 
desprende la del problema (A), en la segunda se dice que de la 
solubilidad del problema (A) se desprende la del problema (P). 
La primera de estas afirmaciones es evidente, en vista de que 
el programa que sirve como solución del probiema (P) por sí 
mismo forma el algoritmo que sirve como solución del proble- 
ma (A); sobre esto ya se habló durante el examen del ejem- 
plo 3. En lo que se refiere a la segunda afirmación, la cual só- 
Jo necesita argumentación (y a la cual se reduce, en realidad, 
la proposición de Post). ésta fue enunciada, en expresiones al- 
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go diferentes, por Emil Post en su célebre artículo «Procesos 
combinatorios finitos, enunciación l» en calidad de «hipó- 
tesis de trabajo». 

Esta «hipótesis de trabajo», la que denominaremos también 
hipótesis de Post, no puede ser demostrada, por lo menos en 
aquel sentido de la palabra «demostración», que está adoptada 
en matemáticas y ni mucho menos porque aquélla sea inco- 
rrecta, sino porque el concepto general del algoritmo, que toma 
parte en esta hipótesis no está determinado «matemáticamente». 
Recordemos que en el presente párraio ya hemos determinado 
el algoritmo como «único procedimiento de cálculo, que es ge- 
neral para toda la clase de posibles datos iniciales». También 
son conocidas otras definiciones análogas: algoritmo o bien 
algoriimo es «cualquier sistema de cálculos, que se efectúan 
por reglas determinadas rigurosamente, el cual después de 
cierto número de pasos ileva, a ciencia cierta, a la solución del 
problema planteado»); es el «proceso de cálculo, que se rea- 
liza según la orden exacta y que lleva de los datos iniciales 
que pueden variar al resultado buscado»*); es la orden exacta, 
que determina el proceso de cálculo Y lleva de los datos inicia- 
les variables al resultado buscado”). 

Claro está que todas estas definiciones no son matemáticas, 
sino, más bien, las descripciones de la noción de algoritmo. 
(En lo que se refiere a la ausencia de una determinación com- 
pleta «rigurosa», el concepto de algoritmo se parece al de de- 
mostración; por cierto, el concepto de demostración no tiene 
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miento general por medio del cual se puede encontrar la solución o 
respuesta a cada problema o pregunta de una clase, de un modo pu- 
ramente mecánico y en un número finito de pasos»). 

2) Márkov A. A., Teoría de los algoritmos, Obras del Instituto 
de matemáticas V. A. Steklov de la AC de la URSS, 38, p. 176, Edito- 
rial «Academia de Ciencias de la URSS», Moscú, 1951, (en ruso). 

3) Márkov A. A. Teoría de los -algorifmos, Obras del 
Instituto de matemáticas V. A. Stekiov de la AC de la URSS 42,p.3. 
Editorial «Academia de Ciencias de la URSS» Moscí, 1954, (en ruso). 
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no sólo definición, sino incluso descripciones satisfactorias').) 

En la fase actual de desarrollo de las matemáticas es im- 
posible «demostrar con rigor» la hipótesis de Post, basándose 
en semejante género de descripciones del algoritmo. 

La argumentación de la «hipótesis de trabajo» de Post se 
efectúa por otra vía, más habitual para el naturalista, que 
para el matemático, es decir, por la vía del experimento re- 
forzado con razonamientos especulativos. El experimento mues- 
tra que efectivamente cada vez, cuando nos indican el al- 
goritmo, éste puede ser convertido en forma de un programa 
para la máquina de Post, que puede llevar al mismo resulta- 
do. Los razonamientos especulativos, no los aduciremos aquí, 
confirman que las ideas que tienen ahora los matemáticos acer- 
ca de la noción del procedimiento de cálculo, es decir, del al- 
goritmo, no prestan la posibilidad de elaborar un algoritmo, 
que no pudiera ser sustituido por el programa de la máquina 
de Post. El mismo Post veía el éxito de sus ideas en la transfor- 
mación de su «hipótesis de trabajo» en una «ley de la natura- 
1 Se puede considerar que esta transformación ya ocu- 
rrió. 

Para concluir este párrafo aduciremos una enunciación 
más de la hipótesis de Post. Examinemos cualesquiera dos al- 
goritmos, en los cuales coincide el conjunto de sus posibles da- 
tos iniciales. Denominemos a estos dos algoritmos equivalen- 
tes, si para todo dato inicial, del conjunto común para ellos, 
los dos resultan ser aplicables, o bien ambos inaplicables y 
en caso de que sean aplicables, dan un mismo resuitado. El 





1) Hoy día, a mediados del siglo XX, como en la 
época de Euclides, la demostración matemática sigue siendo no más de 
un razonamiento convincente que puede cerciorarnos hasta tal punto, 
que nosotros estemos dispuestos a convencer con su ayuda a otros. La 
formalización del concepto de demostración con los medios de la 
lógica matemática, con toda su importancia, no permite liquidar 
completamente el empleo de esta noción en su entendimiento intuitivo 
recién expuesto. El gran descubrimiento hecho en los años 30, por el 
eminente malemático y lógico de nuestro tiempo Kurt Gódel, con- 
siste en que la tentativa de precisar formalmente el concepto de de- 
mostración resulta de modo inevitable incompleto: se descubren ver- 
dades que se demuestran por intuición, pero no permiten efectuar de- 
mostraciones entre tos límites de la precisión realizada. (Vease Us. 
penski V. A., Teorema de Gódel sobre la incompletitud en una expo- 
sición elemental, «Exitos de las ciencias matemáticas», 1974, 29, 
N* 1, p.p. 3...47, en ruso.) 
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concepto de equivalencia permite enunciar la hipótesis de 
Post del modo siguiente: cada algoritmo, todos los resultados 
del cual son números, y como dominio de los posibles, datos ini- 
ciales sirven N, N* o bien N” , es equivalente al algoritmo 
con el mismo conjunto de posibles datos iniciales, prefijado 
por cierto programa para la máquina de Post (que se prefija 
así, como fue explicado en las páginas 75 y 76). 





$ 4. CONCEPTO SOBRE LA FUNCIÓN COMPUTABLE 





Este párrafo está dedicado a una de las nociones centrales de la 
teoria de los algoritmos, es decir, al concepto de función calculable. 
Éste plantea requerimientos un poco más altos a la preparación del 
lector, precisamente, se supone la familiarización de este último con 
las nociones de conjunto y de correspondencia. 

Ante todo, notemos que la función computable es la que se calcu- 
lal). Ahora hay que explicar las palabras «función» y «computable», 

Llámase función del conjunto A en el conjunto B la corresponden» 
cia entre los elementos 4 y B, con la cual a cada elemento Á corres. 
ponde no más de un elemento B (pero también puede no corresponder 
ni un solo). Con ello, el conjunto A se denomina dominio de partida, 
mientras que el conjunto A, dominio de llegada de la función exami- 
nada. Á veces se habla de una función como de una «regla» o gloya 
que permite comparar con ciertos elementos A los correspondientes 
elementos B, pero, quizá estos términos son menos acertados, ya que 
pueden crear una imagen incorrecta sobre e la regla (=ley) debcu 
(o pueden) ser escritas de alguna manera. Pero, en realidad, esto no 
es así: enalguier que sea el procedimiento de descripción de las fun: 
ciones, por ejemplo, con ayuda de las oraciones en cl idioma español 
complementado, si es necesario, con simbolos matemáticos que 
nosotros, eligiésemos, siempre habrán funciones que no tienen des- 
eripción?). 

En Calidad del dominio de partida examinaremos uno de los con- 
juntos N, N*, y WN” [por lo demás, podemos identificar los números 
naturales con los cortejos (sucesiones finitas) de la longitud 1 y, de 
esta manera, no distinguir los conjuntos A y N'], mientras que en cali- 
dad del dominio de llegada, tomar el conjunto Y. Así pues, servirán 
como argumentos de las funciones, que nosotros estamos examinando, 
los números naturales (es decir enteros no negativos) y los cortejos 
numéricos, en tanto que como valores, los números naturales. En 














1) Esta nota no es tan trivial como parece; por 
ejemplo, muy señor mio—de ningún modo quiere decir que ese señor 
es mío. 

2) Este hecho puede ser demostrado aplicando el mismo método, 
mediante el cual, a continuación, será establecida la existencia de la 
función no calculable. 
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calidad de función de género semejante puede ser aducida la función 
«sustracción». Esta función de Y? en Y confronta con el cortejo (x, y) 
el número x—y, si x> y, y no conironta nada, si x <y. Por 
regla, las funciones ¡de W* ¡on N se llaman numéricas. Ahora 'tenemos 
que explicar qué funciones consideraremos computables. ¡Durante esta 
explicación deberemos utilizar el concepto de algoritmo. Por esta ra- 
zón, la noción de la función calculable resultará no más (pero, tam- 
bién no menos) «matemáticamente» determinada que el concepto de 
algoritmo. 

Pues bien, sea que bay un algoritmo A, para el cual en calidad del 
campo de los datos iniciales posibles sirve ora el conjunto N”, para 
cierto k > 1, ora el conjunto Y”. Sea que el resultado de aplicación 
del algoritmo A a todo dato inicial posible (si es que tal resultado 
existe) siempre es un número natural. En este caso, podemos determi- 
nar la función f de N* en N (si como campo de los datos iniciales 
posibles servía N*) o bien de N% en WN (si como campo de los datos 
iniciales posibles servia WN”) así: a los cortejos (X1, . - ., Xp) para los 
cuales el resultado de aplicación del algoritmo A (a ellos) existe, la 
función pone en correspondencia este resultado, mientras que a fos 
ces restantes la función nada pone en correspondencia. En otras 
palabras, 


resultado de aplicación de A a (X1, .+.., Xk) 
si A se aplica a (Xy, .+.., Xa) 


no se determina, si A no se aplica a 
(Kio 0.01 Xh)o 


ar > Xp) 


Sobre la función f construida así se dice: «el algoritmo A calcula la 
función /”. Es evidente, que cada algoritmo calcula sólo una función. 
Sin duda alguna, distintos algoritmos pueden calcular una misma 
función. 

Ahora podemos enunciar lo siguiente 

Definición de, la función computable. La función f de WN* en N* 
de N% en N se denomina calculable, si existe el algoritmo que la 
calcula. Dicho de otra manera: una función f es calculable si, y sólo 
si, hay un algoritmo que sirve para calcular el valor correspondiente 
a cada uno de sus argumentos. 

Según esta definición la función «sustracción» examinada antes es 
calcutable—el correspondiente algoritmo («sustracción en columna») 
se estudia en la escuela primaria. 

La definición enunciada del concepto de la función calbulable es, 
más bien, de ciencias naturales, que matemáticas. Si consideramos que 
esto es uná insuficiencia y deseamos eliminarla, debemos sustituir la 
noción común (e indeterminada en algo) de algoritmo por otra más 
exacta (pero, en consecuencia, más estrecha) de «algoritmo de género 
especial». En calidad de semejantes «algoritmos de género especial» 
se pueden tomar los programas para la maquina de Post. En este caso, 
obtendremos lo siguiente: 
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Definición de la función computable en la máquina de 
Post, La función f de N* en Y o de N” en N se llama computable en 
la máquina de Post (o bien calculabie según Post), si existe el pro- 
grama p para la máquina de Post que calcule la función f, es decir, 
el programa que posea estas propiedades: 

(D) si F (4, - .-. xx) = y, entonces el programa p, que se aplica 
al dato inicial (Xp, » » ., xp), termina el trabajo, después de lo cual 
en la cinta queda el registro del número y; 

(2) si f (Xx, - « , Xr) no está determinada, entonces la aplicación 
del programa p al dato inicial no lleva a la parada de resultados. 

Ahora la proposición de Post puede ser enunciada así: 

Sea dada cierta clase de los datos iniciales: N, N% (£ > 1) o bien 
N”; designemos esta clase por A. Sea prefijada Ja función f de A en 
N. Examinemos dos problemas: (P) «Elaborar un programa para la 
máquina de Post, que calcule la función f”, (A) «Componer el algo- 
ritmo, que compute la función f”. Entonces los problemas (P) y (A) 
simultáneamente ora tienen solución, ora no la tienen. 

Al hacer uso del concepto de función computable y la noción de 
función calculabie en la máquina de Post, esta misma afirmación 
puede ser reenunciada así: 

Tesis de Post. Sea A uno de los conjuntos W, N* y WN”, En este 
caso la clase de las funciones calculables de A en N coincide con la 
clase de las funciones de A en /Y computables en la máquina de Post. 

.. Expliquemos, por qué a esta enunciación de la hipótesis de Post 
la hemos llamado «tesis». Esto se explica por las siguientes causas his- 
tóricas. 

peopesamos aquí con la siguiente situación. Hay una definición 
matemática exacta de cierta clase de funciones numéricas (en el caso 
dado, de la clase de funciones calculables en la máquina de Post). 
Después de esto se afirma que cualquiera función computable (en el 
sentido de la definición «de ciencias naturales») pertenece a csta clase. 
Por primera vez una afirmación de semejante género fue hecha por 
Alonzo Church en 1936 y, a continuación, obtuvo el nombre «tesis de 
Church». Esta tesis afirmaba que toda función numérica calculable 
dondequiera determinada es en general recursiva, con la particulari- 
dad de que la clase de las funciones en general recursivas fue descrita 
por medio de una definición matemática estricta. En lo sucesivo, Step- 
hen Kleene generalizó esta afirmación, planteando otra tesis («tesis 
de Church-—Kleene»): cualquiera función computable (no obligato- 
riamente determinada dondequiera) es recursiva parcialmentel). La 
tesis de Post se distingue de la de Church—Kleene, en que en lugar de 
las funciones recursivas parcialmente en la primera se examinan las 
funciones calculables en las máquinas de Post. Aunque ambas estas 
afirmaciones tienen carácter «de ciencias naturales» su equivalencia 
puede ser demostrada matemáticamente: precisamente se puede de- 
mostrar que cualquiera función recursiva parcialmente es calculable 
en la máquina de Post y, al contrario, cualquiera función que se com- 
puta en la máquina de Post es recursiva parcialmente. 

Por lo tanto, la tesis de Post resultó equivalente a la de Church — 
Kleene. En este hecho se puede discernir un argumento adicional en 
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favor de su justeza. Son conocidas también otras afirmaciones análo- 
gas a la tosis de Post. Éllas surgen, cuando en calidad de «algoritmos 
de género especial» se toman no programas para las máquinas de Post, 
sino que algoritmos de otra clase representada claramente (emáquina 
de Turing», «algoritmos normales de Márkov», «algoritmos' de Kol- 
MORO”, etc.). Todas estas afirmaciones resultan equivalentes en- 
re sí. 

Ahora nos ocuparemos del estudio de la siguiente cuestión: ¿son 
calculables o no todas las funciones numéricas? Si lo son todas, en- 
tonces la teoría de las funciones computables pierde su contenido. 
Afortunadamente (por lo menos para esta teoría), esto no es así,cómo 
ya se indicó, existen funciones que no son calculables, y pronto lo 
Veremos. 

Pero, primero, para familiarizarnos con e) concepto de la función 
computable estudiaremos una vez más los ejemplos del $ 2 del pre- 
sente capítulo. 

En el ejemplo 1 se explica que la función f de N en N, para la cual 
(a) = ni, es calculable. 

En el ejemplo 2 se examina la: función y de N? en N, para la cual 


(Va (y), si 2>y 


80 Y a=4 no está determinada, sí 2? < y 


y se destaca su calculabilidad. 
En el ejemplo 3 se examina la función 


1, si enel desarrollo decimal del número x hay un 
h(n)= segmento de n nueves rodeado no de nueves 
0, en el caso contrario 


y se dice, que no se sabe si esta función es calculable o no. 





1) Llámanse recursivas parcialmente las funciones 
numéricas que pueden ser obtenidas de la función cero idéntica y la 
función de adición de la unidad (f (x) = x + 1) con ayuda de las ope- 
raciones 1) sustitución (de una función en otra), 2) determinación re- 
currente (=inductiva = recursiva) de la función y 3) representación 
implícita de la función. Hablando en general, las funciones recursivas 
parcialmente no son determinadas dondequiera, en vista de que la 
representación implícita [es decir, el paso de la función f (Xq, - - -, Xp» 
y) a la función  (X1, .-., %1) es tal que PlXo, .«. Xp PX e. 
+.» Xq)) = 0] puede llevar a la función q), que no es determinada don- 
dequiera. Las funciones en general recursivas pueden ser caracterizadas 
como aquellas funciones recursivas parcialmente, que son determina- 
das dondequiera. Más detalladamente véase en el árticulo «Funciones 
recursivas» en la Enciclopedia Soviética Grande (en ruso; 24 edición, 
vol. 36; 32 edición, vol. 21). 
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En cl ejemplo 4 se examina la función 


1, si para cualquier % en el desarrollo de 11 se encuentra 
pim= ( el segmento de % nueves; 
0, si esto no es así 
y se demuestra que esta función es computable!). 

Así pues, las funciones de los ejemplos 1, 2 y 4 son calculables. 
Sí nosotros creemos en lu realidad de la hipótesis de Post, entonces 
también debemos creer que estas funciones son computables en la má- 
quina de Post. Y esto es efectivamente asi, es decir, pueden ser escritos 
los programas para la máquina de Post, que calculan estas funciones. 
Por ejemplo, para la función del ejemplo 4 el programa buscado es 
uno de los dos programas aducidos en el fin del $ 2 (aunque, cual de 
los dos, precisamente, no se Anel: 

Ahora, habiéndonos acostumbrado al concepto de función com- 
putable, deseamos componer un ejemplo de una función numérica, no 
calculable. Con mayor precisión, deseamos confeccionar un ejemplo 
de la función numérica que no se calcula en la máquina de Post. Para 
ello, necesitaremos tal afirmación: 

Existe la sucesión Po, Pr, - - - de programas para la máquina de 
esto que contiene todos los posibles programas para la máquina de 

ost. 

(La reenunciación para los conocedores: el conjunto de los pro- 
gramas para lá máquina de Post es numerable.) 

La domostración de esta afirmación es muy fácil. En efecto, la 
cantidad de programas para la máquina de Post de la longitud fijada 
dada es finita (véase el ejercicio 1 del $ 2 del capítulo primero). Al 
apuntar por orden primeramente todos los programas de la longitud 1 
(en cualquier orden), luego, todós los programas de la longitud 2 (en 
cualquier orden), etc., obtendremos la sucesión buscada. 


1) Si la demostración ofrecida allí no eliminó por 
completo sus dudas de que esta función es calculable, reflexione en 
cuál, precisamente, de las cuatro afirmaciones siguientes Ud. duda. 

A. La función uv determinada así: v (n) = 0, para todos los n es 
calculable. 

B. La función w determinada así; w (1) 
computable. 

'C. La función p ora es igual a o, ora es igual a 9 (p =w, si en el 
desarrollo a hay segmentos cuanto quiera largos de los ueves y p == 0, 
eñ el caso contrario). 

D. Por lo tanto, p es calculable, 

Si duda en la afirmación C, entonces Ud. es el correlegionario cx- 
celente del matemático holandés L. E. J. Brouwer y de la escuela de 
los intuicionistas fundada por él. (Acerca del intuicionismo véase, por 
ejemplo, Heytíng A. Imtuitionism. Amsterdam, 1956. Así como tam» 
bién: Dragalin A. G., Intuicionismo matemático. introducción a la 
teoría de las demostraciones, Moscú, Editorial «Naúka», 1979, 1% par- 
te, p. 1 «Explicaciones no formales», en ruso). 
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Ahora procedamos a componer la función f de N en N, que no se 
calcula en la máquina de Post. En otras palabras, necesitamos confec- 
cionar tal función f, que ningún programa pora la máquina de Post 
la calculo. Obremos así; sea que f traslada el número ¿ adondequiera, 
sólo que no al resultado de aplicación del programa p; al número ¿. 

on la mayor precisión determinemos f, por ejemplo, asi: 


0, si la aplicación del programa pn an no lleva a 
la parada de resultados o bien, si el resultado no 
tm= es el registro de un número natural; 
k-+1, si la aplicación del programa py, al número n da 
un resultado que es el registro del número %. 


Demostremos que la función confeccionada de semejante manera 
no se calcula en la máquina de Post. En efecto, sea p cualquier pro- 
grama para la máquina de Post. El programa p se encuentra entre los 
Programas Po, P1, » » «: P= Pg con cierto s. ¿Qué se obtiene al apli- 
car el programa ps y la función f al número s? Son posibles dos casos, 

Primer caso. La aplicación del programa p, al registro del número 
s lleya a la parada de resultados y el resultado es el registro del nú- 
mero natural £. Entonces f (s) = k + 1 y, puesto que kk + 1, el 
programa ps no calcula f. 

Caso segundo. La aplicación del programa p, al registro del nú. 
mero s no lleva a la parada de resultados o bien el resultado no es el 
registro de algún número natural. Entonces p, no computa f por lo me- 
nos porque la función f es determinada dondequiera. 

Así pues, en ambos casos se esclarece que el programa p (= py) 
no computa la función f. Lo que se quería demostrar. 

Del razonamiento recién aducido empieza la teoría de las fun- 
ciones calculables. Esta teoría puede desarrollarse de modo matemá- 
tico puro, sin hablar nada del concepto de ciencias naturales sobre el 
algoritmo y sin citar la tesis de Post, como la teoría de las funciones 
que se calculan en la máquina de Post. 

¿Para qué sirve entonces la tesis de Post? He aquí para qué. En 
primer lugar, esta tesis atribuye a la teoría matemática de las funcio- 
nes computables en la máquina de Post un sentido filosófico, trans- 
formándola en la teoría general de las funciones calculables. En se- 
gundo lugar, esta tesis juega un papel heurístico, permitiendo adivinar 
la calculabitidad de la función en la máquina de Post antes de elabo- 
rar el programa que la computará. 


A —_ AAA 
$ 5. MÁQUINA DE POST Y ORDENADORES ELECTRÓNICOS 
A AA 

¿En qué consiste la semejanza y la distinción entre la má- 
pa de Post y la máquina calculadora electrónica (ordena- 
dor)? 

Ante todo ocupémonos de la semejanza que tiene lugar, por 
lo menos, en los tres siguientes aspectos: 
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1. En el ordenador, como en la máquina de Post, se pueden 
destacar portadores de información (unidades de memoria) 
«atómicos» (es decir, los que posteriormente son indivisibles; 
en la máquina de Post en calidad de semejantes portadores 
atómicos sirven las células de la cinta): como también en la 
máquina de Post, cada uno de tales portadores de información 
puede encontrarse en uno de los dos estados (en la máquina 
de Post, «vacío» o bien «marcado»); toda la información alma- 
cenada en la máquina en el momento dado aparece en forma 
de distribución de estos estados entre los portadores elemen- 
tales. 

2. Para el ordenador, como también para la máquina de 
Post, se indica cierto juego limitado de operaciones elementa- 
les; por un paso el ordenador, como la máquina de Post, pue- 
de realizar cualquiera operación de este juego. 

3. El ordenador, lo mismo que la máquina de Post, fun- 
ciona a base de una instrucción especial, es decir, el programa 
que indica, cuáles operaciones elementales y en qué orden de- 
ben ser efectuadas. 

Por consiguiente, para registrar en la máquina una infor- 
mación hay que identificarla con cierta combinación de esta- 
dos de los portadores elementales. Y para realizar el algorit- 
mo en la máquina, es necesario representarlo en forma de la 
sucesión de ciertas operaciones elementales. Precisamente en 
esto consiste el arte del creador de los programas, es decir, del 
programista. Mientras que el arte del diseñador de la máquina 
consiste, en particular, en el pertrechamiento de ésta con tal 
juego de operaciones elementales, que los algoritmos, des- 
tinados a ser procesados en esta máquina, se descompongan 
cómodamente en estas operaciones. 

Al mismo tiempo queremos llamar Ja atención del lector 
sobre los siguientes rasgos esenciales del ordenador, que en la 
máquina de Post no existen en absoluto, o bien en ella no se 
revelan debidamente. 

1. La información en la máquina de Post, almacenada en 
el «dispositivo de memoria», o simplemente «memorizador», 
(es decir, en el dispositivo destinado para el almacenamiento 
de la información; en el caso de la máquina de Post semejante 
dispositivo es la cinta dispuesta linealmente. Esto significa 
que cada célula de la cinta tiene sólo dos «vecinos», al proce- 
samiento de los cuales la máquina puede pasar después de 
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procesar la célula dada. En el ordenador uno u otro «sector» 
del dispositivo de memoria puede tener, hablando en general, 
muchos más sectores «vecinos», es decir, lindantes en el senti- 
do que la máquina puede pasar al procesamiento de cualquie- 
ra de ellos una vez procesado el sector inicial. Las ventajas 
de tal organización del dispositivo de memoria son evidentes, 
por lo menos desde el punto de vista de reducir el número de 
Pasos del trabajo del ordenador, yá que en la máquina de Post 
el carro para pasar de la observación de una célula a la obser- 
vación de otra tiene que atravesar, obligatoriamente, todas las 
células intermedias. Si hablamos con más detalles es preciso 
decir que el dispositivo de memoria de un ordenador, por re- 
gla, consta de dos unidades: de memoria «externa» de gran ca- 
pacidad que almacena la información linealmente de manera 
parecida a la cinta de la máquina de Post y de memoria «in- 
terna» de una capacidad relativamente pequeña, pero con más 
ricas «comunicaciones de vecindad» entre los sectores inde- 
pendientes de esta unidad. 

2, En el caso de la máquina de Post nada dijimos de cómo, 
precisamente, se asegura el cumplimiento del " programa. Se 
puede pensar, por ejemplo, que junto a la máquina de Post 
se encuentra una persona que lee el programa registrado en el 
Papel y siguiéndolo traslada el carro, imprime y borra la mar- 
ca. Es esencial subrayar que en el ordenador la ejecución del 
programa se efectúa automáticamente. El programa para el 
ordenador está codificado de modo especial y se registra de 
forma que sea accesible para la «percepción» de la máquina. En 
la mayoría de los casos la forma de registro más accesible pa- 
ra la máquina es la escritura en forma de agujeros perforados 
en la cinta (cinta perforada) o bien en tarjetas (tarjetas per- 
foradas). Después de obtener la cinta períorada (o tarjetas per- 
foradas) con el programa, el trabajo del ordenador se realiza 
bajo el control de esta cinta perforada (o tarjetas perforadas) 
sin intervención posterior del hombre. (Claro está que es fá- 
cil crear un dispositivo que asegure el funcionamiento automá- 
tico, sin participación del hombre, de la máquina de Post.) 
En la primera aproximación el trabajo del ordenador puede 
ser comparado con el funcionamiento de un piano mecánico, 
en el cual la sucesión con que se aprietan las teclas está deter- 
minada exactamente por el programa registrado en la cinta 
perforada y se realiza sin participación del hombre. 
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Observación. Sin embargo, la analogía entre el órdenador 
y el piano mecánico tiene lugar sólo en la primera proxima- 
ción. En la realidad, el funcionamiento del piano mecánico, 
en esencia, muy poco difiere del trabajo de un organillo. En 
éste los salientés y huecos del cilindro, durante su rotación, 
abren y cierran los canales de los tubos sonoros; cada semejan- 
te abertura (es decir, la abertura del canal de un tubo dado en 
un momento dado) se maneja mediante su propia desigualdad 
-en la superficie del cilindro; el número de sones en una melodía 
es igual al número de estas gula des cuanto más larga 
es la melodía, tanto mayor deberá ser el cilindro. En el piano 
mecánico cada apriete de lá tecla sestuscita por cierto sector de 
la cinta perforada y cada semejante sector próvoca exacta- 
* mente un apriete tan sólo de una tecla; por consiguiente, cuan- 
to más larga sea la melodía, tanto más largo deberá ser el 
programa registrado en la cinta perforada. Tanto en el orga- 
nillo, como en el piano mecánico la escritura en el cilindro (me- 
« diante salientes y huecos eri su superficie) y en la cinta perfo- 
rada qee las perforaciones) es, en su género, una escri- 
* tura de caracteres musicales. En el ordenador el asunto es otro. 
- Aquí, como en la máquiria de Post, una misma instrucción 
del programa puede ejecutarse muchas veces. Por esta razón, 
el número de pasos de funcionamiento de la máquina no está 
relacionado con la longitud del programa: un mismo programa 
puede asegurar cualquier número de pasos necesario para al- 
cánzar el resultado. (Por ejempio, el programa indicado por 
“riosotros en calidad de solución del problema 2 del capítulo 
«Adición de la unidad en fa máquina de Post» tiene la longi- 
tud 4, “mientras que el número netesario de pasos para obte- 
mer el resultado, que se exige en este problema, depende de 
donde se encuentra el carro, al comenzar.) Esta:es una propiedad 
importantísima y presta la posibilidad de realizar en la má- 
quina los “algoritmos y, precisamente, componer programas 
-tínicos que llevan al resultado para una clase entera de posi- 
bles datos iniciales. Esta propiedad se garantiza por la posi- 
-bilidad de pasar del cumplimiento de una instrucción a la 
ejecución de cualquiera otra, mientras que en el piano mecá- 
nico o én el organillo después de cierta «instrucción» de aprie- 
te. de la tecla o de abertura de los canales sonoros puede eje- 
£cutarse:sólo la «instrucción» que la sigue directamente en el 
registro del cilindro o bien de la cinta perforada. 
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3. La distinción principal, más esencial entre el ordenador 
y la máquina de Post consiste en lo siguiente: en el memori- 
zador (en ja cinta de la máquina de Post) antes de comenzar 
el trabajo se registra el dato inicial (por ejemplo, el cortejo 
de números que están destinados a la adición). El programa, 
que debe ser aplicado a este dato inicial y de acuerdo'con el 
cual trabaja la máquina, como que estuviera aparte. En el 
ordenador el programa, antes de comenzar el funcionamiento 
de la máquina, se introduce en el dispositivo de"memoria (me- 
morizador) junto con el dato inicial. (En esto, a propósito, 
consiste una distinción más entre el ordenador Y el piano me- 
cánico: en el último el programa registrado en la cinta perfo- 
rada «se lee» por un dispositivo especial y a medida de la lec- 
tura transcurre la interpretación; por lo tanto, este disposi- 
tivo ejecuta el papel del pianista que toca por notas expuestas 
ante él. En el ordenador la cinta perforada con el programa y 
dato inicial registrados enésta antes de empezar el trabajo dela 
máquina se procesa por un «dispositivo de entrada» especial, 
que lee la información que contiene la cinta perforada y coloca 
esta información en el dispositivo de memoria; en este aspec= 
to la máquina se parece al pianista, que primeramente apren- 
de las notas al tacto y después toca de memoria, sin mirar las 
notas.) El contenido del dispositivo de memoria en la máqui- 
na en cierto instante antes de empezar el trabajo, lo denomina- 
remos información inicial. En la máquina de Post esta infor- 
mación consta sólo del dato inicial. En el ordenador la infor- 
mación inicial consta del dicho dato y del programa. Cabe su- 
brayar, que la división de la información en la inicial y el pro- 
grama es bastante convencional. Toda esta información, inclui- 
da aquella parte que se denomina «programa», puede ser so- 
metida a varias transformaciones en el proceso de funciona- 
miento de la máquina. Esta posibilidad de cambiar las mis» 
mas instrucciones en el proceso de trabajo, que no hay en la 
máquina de Post, es un rasgo muy importante de los ordenado- 
res modernos. Por otra parte, el contenido de uno u otro sector 
del dispositivo de memoria se puede, con frecuencia, inter- 
pretar como instrucción. Por este motivo, la división de la 
información contenida en el dispositivo de memoria en el pro- 
grama y dato inicial, en general, tiene sentido sólo en el pri- 
mer instante, luego, en cada paso toda esta información, como 
un todo, se somete al procesamiento. 5 E 
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Es natural el interrogente: ¿según qué ley transcurre el procesa» 
miento de ta información contenida en el dispositivo de memoria? 
Este procesamiento transcurre, a su voz, a base de cierta regla que 
Mamaremos Programa Universal. El Programa Universal de ninguna 
manera debe ser confundido con el programa particular destinado para 
resolver uno u otro problema específico y que aplica a los datos ini- 
ciales. El programa particular depende del problema a resolver, mien- 
tras que el Programa Universal es uno para todos los problemas; en 
los ordenadores modernos se introduce en la propia estructura de la 
máquina for esta razón, estas máquinas, a menudo, se llaman uni- 
versales), Hagamos el balance de lo dicho. En la máquina de Post 
al comienzo se introduce el dato inicial, después de lo que el trabajo 
transcurre según el programa que no se encuentra en el dispositivo 
de memoria. En el ordenador primeramente en el dispositivo de me- 
moria se coloca la información inicial constituida por el programa 
particular para resolver el problema prefijado y por el dato inicial, 
después de lo que el funcionamiento (precisamente el procesamiento 
de todo el contenido del dispositivo de memoria) transcurre según 
el Programa Universal encarnado en la estructura de la máquina). 

Puede ser indicada una distinción más entre el ordenador y la 
máquina de Post, que parecería muy esencial: el memorizador de la 
máquina de Post —la cinta— tiene una capacidad infinita, lo que no 
puede ocurrir en las táquinas reales. Sin embargo, también en la 
máquina de Post la cinta infinita puede ser sustituida por una finita 
a la que se pega otra cuando esto es necesario (pues, a pesar de todo, 
para cada momento de funcionamiento de la máquina de Post será 
utilizado un pedazo finito de la cinta). Por otra parte, el dispositivo 
de memoria externa del ordenador también puede, en principio, au: 
mentar indefinidamente su capacidad, añadiendo nuevas partes (di- 
Emos, nuevas cintas magnéticas). Así pues, tanto la máquina de 

ost, como el ordenador pucden considerarse poseedores de un memo- 
rizador que es finito en cada momento dado, pero de capacidad cre- 
ciente indefinidamente. Precisamente esta circunstancia, emparienta, 
de modo principal, Ja máquina de Post con el ordenador y permite 
examinarla como modelo simplificado de éste. 


2) Por lo demás, se puede componer el Programa 
Universal también para la máquina de Post, precisamente, puede 
ser codificado cada programa para la máquina de Post en forma de la 
palabra de Post y ubicar, a continuación, el registro de este programa 
(es decir, la escritura de la palabra correspondiente) en la cinta junto 
al registro de bes dato inicial al cual dicho programa debe aplicarse. 
Después se puede elaborar el Programa Universal que siendo aplicado 
al registro compuesta de la escritura de cierto programa P y del re- 
gistro de cierto dato inicial x diera el mismo resultado que la aplica» 
ción directa del P al registro x. Sin embargo, en este caso el Programa 
Universal será sólo uno de los posibles programas para la máquina de 
Post; pero, en el caso del ordenador el Programa Universal no es, en 
absoluto, uno de los programas particulares tolerables para el orde- 
nador, sino que está realizado por la misma estructura del ordenador. 
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SUPLEMENTO 





En calidad de suplemento proponemos una traducción del 
inglés al español del cétebre artículo de Emil L. Post «Proce- 
sos combinatorios finitos, enunciación 1» (Emil L. Post «Fi- 
nite combinatory processes—iormulation 1»). Este artículo 
fue publicado en el número 3, correspondiente a septiembre de 
1936, del 1-er volumen de la «Revista de la lógica simbólica» 
(«The Journal of Symbolic Logic») que aparece cada trimestre, 
La publicación fue acompañada por la siguiente nota del edi- 
tor: «Recibido el 7 de octubre de 1936. Aconsejamos al lector 
que compareel artículo de A. M. Turing «Acerca de los números 
computables» («On computable numbers») que deberá sa- 
lir a luz proximamente en las «Obras de la sociedad matemáti- 
ca de Londres» («Proceedings of the London Mathematical So- 
ciety»). Sin embargo, a pesar de que el presente artículo tiene 
una fecha más tardía, está escrito independientemente, en ab- 
soluto, del artículo de A. M. Turing». El artículo de A. M. Tu- 
ring (que tiene fecha de entrada en la redacción de la revista 
el 28 de mayo de 1936) fue publicado en aquel mismo año 
1936. (A. M. Turing, On computable numbers, with an appli- 
cation to the Entscheidungsproblem.—Proceedings of the Don: 
don Mathematical Society, ser. 2, 1936, 42, N”3—4, p. 230— 
265. A correction.—Idem, 1937, 43, N? 7, p. 544—546). 


Así pues, 


PROCESOS COMBINATORIOS FINITOS, 
ENUNCIACIÓN 1*) 


Por Emil L. Post 








La presente enunciación puede tener importancia signifi- 
cativa para el desarrollo de la lógica simbólica según ct plan- 
teamiento del teorema de Gódel sobre la incompletitud de 1ó- 

*) Traducción del texto inglés publicado ej la 


«Revista de la lógica simbólica» («The Journal of Simbolic Logica), 
vol. 1, Ne 3, septiembre 1936.—(Nota del traductor.) 
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gicas simbólicas!) y del resultado de Church en lo que concier- 
ne a los problemas insolubles absolutamente”). 

Tenemos en cuenta el problema general que consta de una 
serie de problemas específicos. Le solución del problema gene- 
ral será aquella que dé respuesta a cada uno de los problemas 
específicos. 

En la enunciación expuesta a continuación de lo que es so- 
lución se hace uso de dos conceptos: el espacio de simbolos, 
en el cual debe realizarse el trabajo que lleva del problema a la 
respuesta?) y el juego de instrucciones inalterado fijado que go- 
bernará las operaciones en el espacio de símbolos y determinará 
el orden, en el cual estas instrucciones deben ser aplicadas. 

En Ja presente enunciación el espacio de símbolos consta 
de una secuencia infinita por ambos lados de espacios o cajas*); 
por lo tanto desde el punto de vista del orden, aquél es simi- 
lar a la serie de números enteros ..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 
3. ,... El «solucionador» del problema o bien el operario pue- 
de moverse y trabajar en este espacio de símbolos, siendo ca- 
paz de estar y obrar en cada uno de los momentos en una sola 
caja. Aparte de la presencia del operario, cada caja puede ad- 
mitir un solo estado de los dos posibles, a saber: estar vacía o 
no marcada, o bien tener una marca única, digamos, una raya 
vertical. 

Una caja debe ser destacada, la llamaremos punto de par- 
tida. A continuación, suporigamos que el problema específico 
debe prefijarse en forma simbólica mediante un número fini- 
to de cajas marcadas con una raya. Pues, la respuesta, de mo- 
do análogo, se presenta en forma simbólica mediante una con- 
figuración similar de cajas marcadas. De manera más con- 
creta la respuesta representa de por sí la configuración de las 





1) Kurt Gódel, Uber formal unenischeidbare Sátze 
«der Principia Mathematica und verwandter Systeme 1, Monatshefte 
fir Mathematik und Physik, 1931, vol. '38, N*'i, p.p. 173...198. (To- 
das las notas del artículo de E. L. Post aquí y en adelante pertenecen 
a su autor.—Nota del traductor.) 

2) Alonzo Church, An unsolvable problem of eilementary number 
theory, American Journal oí Mathematics, 1936,+ vol. 58, N*2,p.p. 
345...363. 

3) Espacio de símbolos y tiempo. 

*) En el presente libro esto se refiere a las células. —(Nota del 
4raductor,) Seis 
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cajas marcadas que aparece una vez concluido el proceso de 
solución. 

Se supone que el operario es capaz de efectuar las siguien- 
tes operaciones primitivas:*) 

(a) marcar la caja, en la cual él se encuentra (si ésta está 
vacía); 

(b) borrar la marca en la caja, en la cual él se encuentra 
(si ésta está marcada); 

e) pasar a la caja que está a la derecha de él; 
d) pasar a la caja que está a la izquierda de él 

(e) determinar si está marcada ono la caja, en la cual él se 
encuentra, 

El juego de las instrucciones que, cabe subrayar, es el mis- 
mo para todos los problemas específicos y, por lo tanto, co- 
rresponde al problema general, debe tener la forma siguiente. 
Dicho juego comienza así: 

Márchense del punto de partida y sigan la instrucción 1. 
El juego contiene un número finito de instrucciones numeradas 
por, 1,2,3,..., n. La¿-ésima instrucción debe tener uno de los 
siguientes aspectos: 

(A) ejecuten la operación O, [0;) = (a), (b), (c) o (d)] y, 
luego, sigan la instrucción ¡4 

(B) ejecuten la operación (e) y, de acuerdo con la respuesta 
si o no, sigan la instrucción j¡í o bien ji; 

(C) Stop. 

Claro está, que se requiere una sola instrucción de tipo (C). 
Además, notemos que el estado del espacio de símbolos influ- 
ye directamente sobre el proceso sólo por medio de las instruc- 
ciones de tipo (B) 

Diremos, que el juego de instrucciones es aplicable al 
problema general dado si su aplicación a cada problema espe- 
cífico nunca exigirá la operación (a), cuando la caja en la cual 
se encuentra el operario está marcada, o bien la operación 
(b), cuando la caja no está marcada *). El juego de instruccio- 
nes aplicable al problema general, siendo aplicado a cada pro- 
blema específico, prefija el proceso determinante. Este pro- 


4) Es lo mismo que seguir las instrucciones expues- 
tas a continuación. 

5) Aunque nuestra enunciación del juego de ins- 
irucciones puede ser variada de manera que la aplicación será garanti- 
zada inmediatamente, esto nos parece indeseable por varias razones. 


A 93 LE ; ss 
ceso terminará cuando y sólo cuando se obtenga una instruc- 
ción de tipo (C). Diremos, que el juego de instrucciones prefi- 
ja el /-proceso finito respecto 'al problema general, si aquél 
es aplicable a este problema y si el proceso determinado por el 
juego culmina para cada problema específico. El l-proceso fi- 
nito asociado con el problema general lo llamaremos 1-solu- 
ción de este problema, si su respuesta para cada problema es- 
pecífico siempre es correcta. 

Aquí no nos ocupamos de qué modo la configuración de las 
cajas marcadas, que corresponde al problema específico y a 
su respuesta, simboliza el problema y la respuesta sensatos. 
En efecto, todo lo dicho antes supone que el problema especi- 
Íico se prefija en forma simbolizada por cierta fuerza exterior 
y la respuesta simbólica se percibe de manera análoga. El 
perieccionamiento que hace los planteamientos de mayor au- 
tonomía es el siguiente. Claro está, que el problema general 
consta no más que de en un conjunto numerable infinito de 
problemas específicos. No consideraremos el caso finito. Sea 
que entre la clase de números enteros positivos y la de proble- 
mas específicos se ha establecido una correspondencia biuníi- 
voca. Nosotros podemos, de modo suficientemente arbitrario, 
representar el entero positivo n, al marcar n en las primeras ca- 
jas a la derecha del punto de partida. Denominaremos el 
problema general /-prefijado, si ha sido constituido un 1-pro- 
ceso finito tal, que siendo aplicado a la clase de números ente- 
ros positivos, representados simbólicamente, según lo recién 
indicado, presta, de modo biunívoco, la clase de problemas 
específicos, que forma el problema general. Es conveniente 
para lo posterior considerar que, cuando el problema general 
es 1-prefijado del modo indicado, cada proceso específico du- 
rante su terminación deja al operario en el punto de partida. 
Si, ahora, cierto problema general es 1-prefijado y 1-soluble, 
podemos con evidentes cambios combinar los dos juegos de 
instrucciones para obtener el 1-proceso finito, que da respuesta 
a cada problema específico, cuando el último está prefijado 
ae por su número en forma simbólica. 

on cierta modificación la enunciación expuesta también 
es aplicable a las lógicas simbólicas. Ahora debemos tratar 
no la clase de problemas específicos, sino una sola marcación 
inicial finita del espacio de símbolos, la cual simboliza las 
afirmaciones primitivas formales de la lógica. Por otro lado, 
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ahoraino tendremos instrucciones de tipo (C). Por consiguien- 
te, al suponer la posibilidad de aplicación, se prefija el proce- 
so determinante que es infinito. A continuación suponemos, 
que durante este proceso aparecen ciertos grupos de símbolos 
que pueden ser reconocidos, es decir, secuencias finitas de 
las cajas marcadas y no marcadas, las cuales en adelante du- 
rante el proceso no se alteran. Éstas representarán de por sí 
afirmaciones deducidas de la lógica. Está claro, que el juego 
de instrucciones corresponde a los procesos deductivos de la 
lógica. En este caso la lógica puede llamarse 1-gencrable. 

Sin embargo, el procedimiento alternativo de menor con- 
cordancia con el espiritu de la lógica simbólica podría consis- 
tir en la indicación de 1-proceso finito, que presta el n-ésimo 
teorema o bien la n-ésima afirmación formal de la lógica, en 
a de que de nuevo está presentado n simbolizado, como an- 
es, 

Nuestra idea inicial acerca del problema específico prefi- 
jado lleva a una dificultad, la cual vale la pena de recordar. 
A saber, si una fuerza exterior prefija la marcación inicial fi- 
nita del espacio de símbolos, nosotros no tenemos procedimien- 
to para determinar, por ejemplo, cuál de las cajas marcadas 
es la primera y cuál, la última. Esta dificultad se evita com- 
pletamente, cuando el problema general es el 1-prefijado, 
Dicha dificultad también resulta eludida con éxito cada vez, 
en que se indica el 1-proceso. En la práctica, los problemas €s- 
pecíficos entendidos pueden ser simbolizados de tal modo, 
que los límites de semejante simbolización se reconocen 
mediante los grupos característicos de cajas marcadas y no 
marcadas. 

Sin embargo, la raíz de nuestra dificultad se encuentra, 
con probabilidad, en nuestra admisión del espacio de símbolos 
infinito. En la presente enunciación las cajas son, por lo me- 
nos en sentido especulativo, entes físicos, por ejemplo, las 
células contiguas. Nuestra fuerza exterior puede presentarnos 
un número infinito de tales cajas no en mayor grado que mar- 
car un número infinito de las que ya están presentadas. Pero, 
si esta fuerza nos presenta el problema específico, como últi- 
mo pedazo del espacio de símbolos, la dificultad examinada 
desaparece. Es lógico, que esto requeriría extender la relación, 
de las operaciones primitivas, para que fuera permitido el au- 
mento necesario del espacio de símbolos prefijado infinito, 
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a medida del desarrolio del proceso. Por consiguiente, la ver- 
sión final de la enunciación del presente tipo también debería 
contener instrucciones para la generabjlidad del espacio de 
símbolos*). 

El autor abriga esperanzas que la presente enunciación 
resulte lógicamente equivalente a la recursividad en el sen- 
tido de Ja deducción de Gódel—Church”). Sin embargo, el 
objetivo de la enunciación consiste en proponer un sistema no 
sólo de cierta fuerza lógica, sino que también, en sentido res- 
tringido, de fidelidad psicológica. En este último sentido de- 
ben ser examinadas las enunciaciones cada vez más y más am- 
plias. Por otro lado, nuestro objetivo será mostrar que todas 
éstas lógicamente son reducibles a la enunciación 1. En el 
paa momento nosotros proponemos esta conclusión como 

ipótesis de trabajo. Según nuestra opinión es semejante tam- 
bién la identificación, propuesta por Church, de calculabili- 
dad efectiva con recursividad *). De esta hipótesis, y a causa 
de la contradicción manifiesta con todo el desarrollo matemá- 





%) En sus estadios iniciales el desarrollo de la 
enunciación 1 tiende'a ser un poco complicado. Aunque esto discuerda 
con el espíritu de semejantes enunciaciones, su forma definitiva puede 
sacrificar su presente simplicidad a favor de mayor flexibilidad. Una 
de las posibilidades es la de tener más procedimientos que uno para 
marcar la caja. No se excluye que la naturalidad deseable puede ser 
alcanzada por medio de ta tolerancia del número finito, puede ser de 
dos objetos físicos, destinados para utilizarlos como indicadores, con 
que el operario podrá identificarlos y trasladarlos de una caja a la otra. 

» Es posible que la comparación requerida scría más fácil de 
efectuar al determinar el concepto de l-junción y al demostrar la 
equivalencia de esta definición a la de la función recursiva. (Véase la 
obra de Church, p. 350, indicada en la nota?) del presente artículo.) 
Con ello, por la 1-función se entendería tal función 17) con argumen- 
tos y valores positivos enteros, para la cual puede ser indicado el 
1-próceso finito con la siguiente propiedad: para cada » positivo ente- 
ro, tomado como problema, el proceso da f (1) en calidad de respuesta, 
con la particularidad de que n y f (n) se simbolizan como lo concor- 
damos antes. 

8) Compárese la obra de Church, p.p. 346, 356... 
358, indicada en la nota?) del presente artículo. Por lo demás, el tra+ 
bajo realizado por Church y otros lleva esta identificación muy lejos 
fuera de los estadios de la hipótesis de trabajo. Pero, el intento de en: 
mascarar la identificación por la definición oculta el hecho de que está 
efectuado un descubrimiento que se refiere a los límites de la fuerza 
matematizada de Homo Sapiens y nos hace ciegos con respecto a la 
necesidad de verificar continuamente esta identificación. 
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tico, a partir de la demostración de Cantor de la innumerabili- 
dad de los puntos en una resta, se desprenden independiente- 
mente los resultados de Gódel—Church. El éxito del progra- 
ma expuesto antes consistiría, para nosotros, en la conversión 
de esta hipótesis no tanto en una definición o bien en un 
axioma, como en una ley de la naturaleza. Sólo así, considera 
el autor, el teorema de Gódel sobre la incompletitud de lógicas 
simbólicas de cierto tipo general y el resultado de Church de 
la insolubilidad recursiva de algunos problemas, pueden ser 
transformados en conclusiones concernientes a todas las lógi- 
cas simbólicas y a todos los métodos de solución, 

Colegio de la ciudad de Nueva Y ork 

(College of the City of New York) 





A NUESTROS LECTORES: 


Mir edita libros soviéticos traducidos al español, inglés, francés. árabe y 
otros Idiomas. Entre ellos figuren las mejores obras de las distintas ramas de la 
ciencia y la fécnica; manuales centros de enseñanza superior y escuelas 
tecnológicas; literatura sobre jas naturales y medicas. También se inclu- 
yen monografías, libros de divulgación científica y de ciencia—ficción. DiriJan 
¡Bs pimiones a la Editorial Mir, 1 Rizhski per,, É, 129820, Moscl 1—110,05P, 








lecciones populares 
de matemáticas 





Obras de nuestro sello editorial 


Y. Uspenski. 
Teorema de Gódel sobre 
la incompletitud 
A. Smogorzhevski. 
Acerca de la geometría 
de Lobachevski 
A. Markushévich. 
Curvas maravillosas 
S. Shílov. 
Análisis matemático en el campo 
de funciones racionales 








PP rr rr rra rr rrrr rr rr rro rr coro rerorooraroroosoconosos 
rro rr rro rr rro r error ranas ore rrrrrrrr rro rrrerorerrcancnooconororss.» 





(rro rro rro rre ro rre rro roonor ro”. 


